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Résumé

Une méthode analytique pour évaluer les performances d’une ligne de production, dont
les machines peuvent avoir deux modes de défaillances, est proposée. Les machines sont
répar_abvlres et séparées par des stocks intermédiaires. Un modéle continu est utilisé pour décrire
le débit d’une machine ou le niveau d’un stock. Chaqﬁe mode de défaillance est caractérisé par
ses propres temps de bon fonctionnement et de réparation. Ces temps sont des variables
aléatoires exponentiellement distribuées. La méthode procéde par agrégation de machines.
Elle consiste a évaluer les paramétres d’une machine équivalente a rdeux modes de défaillances
pouvant se substituer & un ensemble constitué d’un stock et des deux machinesv qui
I’encadrent. Ainsi, une machine -équivalente a la ligne compléte est évaluée de prdche en
proche. Afin de valider I’approche, les résultats obtenus sont comparés avec des résultats de
simulation. En prenant en compte deux modes de défaillances par machine, ces résultats de
simulation montrent que la méthode proposée permet une évaluation de performances plus

précise qu’une méthode d’agrégation considérant un seul taux de panne moyen par machine.

Ahmed-Ti Mansour , Mustapha Nourelfath, Ph.D
Etudiant Gradué Professeur




il

Abstract

An analytical method to evaluate the performances of a production line, whose
machines can have two failure modes, is proposed. The machines are repairable and separated
by interxﬁediqte buffers. A continuous model is used to describe the flow of a machine or the
level of a buffer. Each failure mode is characterjzed by its own times of operation and repair.
These times are .exponenfially distributed random variables. The method proceeds by
aggregation of machines. It consists in evaluating the parameters of an equivalent machine
with two failures modes which is able to replace a set made of a buffer and the two machines
that frame it. Thus, an equivalent machine to the complete line is evaluated gradually. In order
to validate this approach, the obtained results are compared with simulation results. By taking
into account two failure modes per machine, these simulation results show that the proposed
method allows for a performance evaluation more accurate than an aggregation method

considering only one average failure rate per machine.
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Graduate Student Professor ‘
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION GENERALE

Le changement technologique constant et la concurrence féroce que se livrent les
entrepri{ses font en sorte que ces dernieres doivent s’ajuster rapidement aux mutations et
transformations imposées par des marchés de plus en plus restreints et difficiles & pénétrer.
Ainsi, pour demeurer compétitif, la préoccupation principale de chaque chef d’entreprise est
de rentabiliser ses activités en visant le plus haut taux de rendement de son systéme de

production en général, et de I’atelier de production en particulier.

Un atelier de production représente en général un investissement important dans un
projet industriel. Il est donc nécessaire .de respecter les prévisions de production et de
rentabilité, car tout écart par rapport a ces prévisions se traduit par une augmentation du prix
de revient des pi¢ces produites. D’ott I’importance d’utiliser des méthodes efficaces de
diagnostic de pannes et d’analyse de performances des ateliers de production et des systémes

de production.



C’est dans ce contexte que, dans ce travail de maitrise, nous nous intéressons au
développement d’un modéle analytique et d’algorithmes de résolution pour évaluer les
performances de lignes de production constituées de plusieurs machines (ou processeurs ou
postes de travail) séparées par des stocks intermédiaires. Ces stocks sont généralement requis
pour découpler les postes de travail et améliorer ainsi la disponibilité et le taux de production
de la ligne. La majorité des publications portant sur 1’évaluation analytique de performances
des lignes de production considérent que les machines ont un seul mode de défaillance. Il
existe relativement trés peu de travaux dans la littérature qui proposent des mréthodes
analytiques pour I’évaluation du taux de production d’une ligne de production dont les
machines peuvent avoir plus qu’un mode de défaillance (ou panne). Bien que plus difficile &
étudier analytiquement, le cas a plusieurs modes de défaillances est néanmoins plus proche de
la réalité. Il devrait conduire & une évaluation plus précise que celle obtenue en considérant un
seul mode de défaillance par machine. Nous allons chercher a évaluer le taux de production
d’une ligne avec des machines & deux modes de défaillances. Dans ce qui suit, nous
présenterons quelques travaux existants, les objectifs spécifiques de notre travail ainsi que la

structure du mémoire.

1. Quelques travaux existants

De nombreux travaux ont été publiés durant les deux derniéres décennies sur la
modélisation et I’analyse de lignes de production. Une revue compléte et classique reste celle
de (Dallery et Gershwin, 1992). La plus récente édition du livré de Gershwin, (Gershwin,

2002), présente une revue de la littérature mise a jour. Le but de cette section n’est pas de faire



une revue compléte de la littérature; elle vise plutot a présenter les travaux les plus marquants

liés a la problématique étudiée dans ce travail.

Les premiers travaux sur I’analyse des stocks intermédiaires sont dus a des chercheurs
soviétiques et frangais (Vladzievskii, 1953), (Zimmern, 1955), (Koeningsberg, 1959). Les
travaux de (Vladzievskii, 1953) ont exploré le comportement d’une ligne de transfert
automatique en utilisant la théorie des probabilités. En 1955, Zimmern proposa le premier
modele continu dans le cas de lignes & deux machines (Zimmern, 1955), ol il a considéré le
cas de machines ayant des taux de production différents et dont les pannes et les réparations
suivent des distributions exponentielles. L’auteur a considéré le cas de pannes dépendant de
I’opération. Le but d’un tel modéle continu était I’approximation du modeéle discret de lignes
de production (dont les machines ont des temps d’opération déterministes et dont les temps de
pannes et de réparation suivent des distributions exponentielles). En effet, pour des lignes de
transfert approximées selon un modele discret, il n’est pas possible d’obtenir une solution
analytique exacte (Dallery et Gershwin, 1992). Le modéle continu, par contre, fournit une
meilleure approximation en permettant de tenir compte du cas de machines ayant des temps
d’opération détermihistes pouvant différer d’une machine & ’autre. Dans (Koeningsberg,
1959), I’auteur a élaboré la premiére technique analytique pour la modélisation des lignes de

production avec stocks intermédiaires. Dans son travail, Koeningsberg a mis I’accent sur les

cas limites : stocks intermédiaires a capacité nulle ou bien a capacité infinie.



Dans (Buzacott, 1967), le cas de trois machines et deux stocks intermédiaires est étudié
en propdsant une méthode approximative. L’auteur considére dans son étude le cas de lignes
homogenes. Le temps d’opération représente une unité de temps. Le comportement de la ligne
est approximé par une chaine de Markov a temps discret. Les pannes et les réparations suivent
des distributions géométriques de mémes moyennes. L’auteur considére également que les
machines sont synchrones, c'est-a-dire qu’elles commencent leurs opérations en méme temps

et qu’elles finissent leurs opérations en méme temps aussi.

Dans (Gershwin et Schick, 1980), les auteurs ont repris le modéle de (Zimmern, 1955)
en considérant que les pannes dépendent du temps. Dans (Gershwin et Berman, 1981), le
modele de (Buzacott, 1967) est étendu en levant certaines hypothéses simplificatrices. Ils
considérent le cas d’une ligne de deux machines et un stock intermédiaire. Dans ce travail, la

ligne est approximée par un modele discret.

Dans (Dubois et Forestier, 1982), les auteurs ont étudié une ligne de production
constituée de deux machines et un stock intermédiaire en se basant sur le travail de (Forestier,
1980). Ils considérérent un modéle continu dans lequel les pannes dépendent de 1’opération.
Ils ont montré que dans le cas de machines synchronisées, le taux de production du systéme et
le niveau moyen du stock s’expriment en fonction des caractéristiques des machines et de la
taille du stock intermédiaire. Ils ont montré également que lorsque les machines ont des
cadences différentes, le probléme se résume a la résolution d’un systéme de deux équations

différentielles du premier ordre.



Dans (Gershwin, 1987), I’auteur a mis au pofmt la méthode de décomposition pour
traiter le cas d’une ligne de transfert & » machines et (n—1) stocks intermédiaires. Cette
méthode consiste & décomposer la ligne originale en plusieurs lignes fictives de deux
machines et un stock intermédiaire. Dans (Dallery et al, 1988), les auteurs ont proposé un
algorithme efficace pour la résolution des équations de décomposition de (Gershwin, 1987).
Ils ont remplacé I’ensemble des équations de décomposition de Gershwin par un nouvel
ensemble d’équations afin de rendre 1’algorithme plus efficace. Cet algorithme est connu sous
le nom d’algorithme DDX du nom de ses auteurs (Dallery, David et Xie).

Dans (Terracol et David, 1987), les auteurs ont proposé une méthode dite d’agrégation pour
I’étude d’une ligne de transfert a 'plusieurs machines. Cette méthode consiste & remplacer un
ensemble de deux machines et un stock intermédiaire par une machine équivalente, et a

évaluer de proche en proche une machine équivalente a la ligne complete.

Dans (Dallery et al, 1989), les auteurs ont considéré dans un premier temps le cas de
lignes homogenes (lignes dans lesquelles les machines ont le méme temps d’opération) dont le
comportement est approximé par un modele continu. [Is évaluent ensuite les performances de
ces lignes en utilisant la décomposition. En second lieu, ils considérent le cas de lignes non
homogénes et introduisent une transformation qui remplace la ligne non homogene par une
ligne homogéne. Dans (Burman, 1995), I’auteur a amélioré ’algorithme DDX de (Dallery et
al, 1988). L’algorithme résultant de ce travail, qui porte le nom d’algorithme ADDX

(Accelerated DDX), s’est révélé plus rapide et plus fiable que I’algorithme DDX initial.



Les travaux cités ci-dessus concernent des lignes ou les machines possédent un seul
mode de défaillance et un seul mode de fonctionnement ; ces machines peuvent ainsi occuper
deux états. On retrouve également dans la littérature quelques travaux traitant de lignes ou les
machines peuvent occuper plus que deux états. (Levantesi et al, 1999) ont étendu le modéle de
(Gershwin et Schick, 1980) au cas de plusieurs modes de défaillances. Ce travail, qui traite lé
cas de lignes a deux machines et un stock intermédiaire, a servi de base pour 1’élaboration de

la nouvelle technique de décomposition décrite dans (Levantesi et al, 2003).

Dans (Tolio et al, 2002), les auteurs ont élaboré une méthode analytique pour
I’évaluation des performances de lignes de production composé‘es de deux machines ayant
plusieurs modes de défaillances et d’un stock intermédiaire de taille finie. Cette méthode
permet d’évaluer les probabilités que le systéme soit dans un état donné a partir de calculs
dépendant uniquement du nombre de modes de défaillances considérés et non pas de la
capacité du stock intermédiaire. Le modéle décrit dans cette étude est en fait une extension du
modéle de (Gershwin, 1994) ; ce dernier étant une extension du modéle de (Buzacott, 1967).
La ligne considérée dans (Tolio et al, 2002) est composée de deux machines et un stock
intermédiaire. La motivation de départ pour cette étude était le fait que dans les lignes de
production, chaque station est normalement composée de différents dispositifs coopérant entre
eux afin d’accomplir une tiche désignée. La fiabilité de chacun de ces dispositifs est différente
ainsi que la maniére dont ils sont réparés une fois en panne. Les auteurs de (Tolio et al, 2002)

. ont motivé leur étude par le fait qu’une telle méthode considérant des machines a plusieurs



modes de défaillances, permet d’obtenir une meilleure évaluation du taux de production et du

niveau moyen du stock intermédiaire de la ligne.

Dans (Levantesi et al, 2003), les auteurs ont présenté une méthode analytique
approximative pour I’évaluation des performances des lignes de production asynchrones ayant
des temps d’opération déterministes, des stocks intermédiaires de capacité finie et plusiéurs
modes de défaillances. Le modele qui a été considéré dans ce travail est le modé¢le continu.
Les défaillances ont été supposées dépendantes de I’opération (ce qui signifie qu’une machine
ne peut pas tomber en panne pendant qu’elle est affamée ou bloquée). La méthode ainsi
développée dans (Levantesi et al, 2003) est basée sur I’approximation d’une ligne de &

machines en évaluant (k—1) lignes de deux machines et un stock intermédiaire. Cette

méthode étend la technique de décomposition mise au point par (Gershwin, 1987) et ce, en
modifiant les équations de décomposition afin de tenir compte des différents modes de
défaillances. Cependant dans (Levantesi et al, 2003), seules les équations de décomposition
sont spécifiées. Pour 1’évaluation des paramétres d’une ligne & deux machines et un stock
intermédiaire, les auteurs font référence a I’un de leurs précédents travaux, a savoir (LeVantesi

et al, 1999).

Dans (Jongyoon et Gershwin, 2003), les auteurs ont considéré le cas de lignes de
production dont les machines ont deux modes de fonctionnement & savoir un mode de
fonctionnement dit nominal et un mode de fonctionnement dit dégradé, ainsi qu’un mode de

défaillance. Le mode dégradé se distingue du mode nominal par le fait que les piéces produites



sont de qualité inférieure. Le modéle considéré ici est le modéle continu et les défaillances
sont supposées dépendantes de I’opération. Dans un premier temps, les auteurs modélisent une
ligne composée de deux machines et un stock intermédiaire. Ensuite, ils utilisent la méthode

de décomposition afin d’approximer des lignes plus longues.

2. Objectif et méthodologie

Une analyse des travaux existants montre clairement qu’il existe relativement peu de
travaux sur 1’évaluation analytique des lignes séries dans le cas ou les machines peuvent avoir
plusieurs modes de défaillances (modeéles & plusieurs états : état de bon fonctionnement et
plusieurs états de pannes). Ceci résulte de la complexité mathématique engendrée par le fait de
prendre en compte un tel cas. Dans les modéles existants dans la littérature et qui considérent
un seul mode de défaillance (modele & deux états : un €tat de bon fonctionnement et un état de
panng), les différents modes de défaillances sont regroupés en un seul mode dont le taux
représente la moyenne des taux de pannes des modes de défaillances réels, au moyen d’une
approximation de premier ordre. Ces modéles sont toutefois moins réalistes et moins précis
que les modeles & plusieurs états (Levantesi et al, 2003). Les seuls travaux existants qui
utilisent une méthode analytique pour des lignes séries avec des machines a plusieurs modes
de défaillances (i.e., (Levantesi et al, 1999), (Levantesi et al, 2003), (Tolio et al, 2002),
(Jongyoon et Gershwin, 2003)) sont de type décomposition. La technique d’agrégation n’a pas
été appliquée dans le cas de lignes ot les machines ont plus d’un mode de défaillance. De
fagon générale, une méthode de type agrégation est plus simple & mettre en ceuvre et est plus

rapide qu’une méthode de type décomposition. En fait, le temps de calcul d’une méthode de



décomposition dépend de la convergence d’une procédure itérative que 1’on ne retrouve pas

dans une méthode d’agrégation.

Ainsi, ’objectif de ce travail consiste a développer une méthode analytique de type
agrégation pour ’évaluation de performances d’une ligne de production série constituée de
(n—1) stocks intermédiaires et de » machines pouvant avoir deux modes de défaillances.

Afin d’atteindre cet objectif, la méthodologie poursuivie va reposer sur les étapes

suivantes :

» FEtape 1: Utiliser le modéle de (Levantesi et al, 1999) et I'appliquer au cas de lignes
dont les machines peuvent avoir deux modes de défaillances pour I’évaluation de
performances de lignes de production composées de deux machines et d’un stock

intermédiaire.

» Etape 2 : Utiliser le modéle présenté a 1’étape 1 pour étendre la technique d’agrégation
initialement proposée par (Terracol et David, 1987) vers une prise en compte de deux

modes de défaillances.

» FEtape 3 : Valider par simulation la méthode développée, comparer les résultats obtenus
avec le modéle a deux états dans lequel un seul mode de défaillance est considéré, et
évaluer le gain en précision apporté par le fait de considérer deux modes de

défaillances au lieu d’un seul.
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3. Structure du mémoire

Le présent mémoire sera structuré de la maniére suivante :

- Au chapitre 11, nous présenterons quelques notions de base sur les lignes de production série.
Nous y introduirons notamment les principaux modéeles de lignes de production et les
hypothéses d'études qui leur sont généralement associées. Nous présenterons également les
deux techniques les plus utilisées pour I'évaluation des performances de longues lignes, a

savoir la technique d’agrégation et la technique de décomposition.

- Le chapitre III sera consacré a la présentation de notions de base concernant 1’évaluation des
performances dans le cas de lignes de production série & deux machines & un mode de
défaillance et un stock intermédiaire. Nous y considérerons les deux modeles les plus utilisés

dans le cas de lignes série, a savoir le modele déterministe et le modele continu.

- Au chapitre IV, nous présenterons la technique d’agrégation telle que définie dans (Terracol
et David, 1987). Cette technique sera étendue au chapitre VI dans le cas de machines a deux

modes de défaillances.

- Au chapitre V, nous appliquons le modéle développé par (Levantesi et al, 1999), permettant
I'évaluation des performances d'une ligne de production série composée d'un stock

intermédiaire et de deux machines & plusieurs modes de défaillances, au cas de machines
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pouvant avoir deux modes de défaillances. Ce modele sert de base pour I’extension de la

technique d'agrégation au chapitre suivant.

- Le chapitre VI présentera notre technique d’agrégation qui est une extension de la technique
d’agrégation de (Terracol et David, 1987) vers la prise en compte de deux modes de

défaillances.

- Au chapitre VII, nous validerons notre modéle par simulation. Nous montrerons que le
modeéle a deux modes de défaillances est plus précis que le modele & un seul mode de
défaillance. Nous allons évaluer le gain en précision apporté par le modele proposé.

- Enfin, le dernier chapitre présentera une conclusion générale par rapport au travail réalisé.

Nous invitons le lecteur non averti a se reporter a I’annexe 1 pour se familiariser avec

les chaines de Markov.



CHAPITRE 11

NOTIONS DE BASE SUR LES LIGNES DE PRODUCTION SERIE

Dans ce chapitre, nous allons définir ce qu’est une ligne de pfoduction, présenter
quelques modeles de lignes de production série existants dans la littérature. Nous verrons
également qu’il n’est pas possible de trouver une solution exacte pour ces modéles dans le cas
de lignes de production a plusieurs machines et plusieuré stocks intermédiaires, et nous

présenterons les deux méthodes les plus connues permettant d’approcher cette solution.

1. Lignes de production
On désigne par le terme « ligne de production » un ensemble de machines (ou
processeurs) reliées entre elles et travaillant ensemble pour I’accomplissement d’une tache, a

savoir la production d’un produit donné.

1.1. Types de lignes de production
On trouve dans la littérature plusieurs types de lignes de production. Citons a titre

d’exemple :
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- Les Lignes d’assemblage / désassemblage : Ces lignes sont caractérisées par la présence

d’une ou de plusieurs machines effectuant des opérations d’assemblage ou de désassemblage.

- Les Lignes de transfert séries-paralléles : Une ligne de transfert série-paralléle est une ligne

de production composée de machines disposées en série et en paralléle.

- Les Lignes de transfert fermées : Dans ce type de lignes, on charge les piéces sur un support
généralement appel€ palette. Cette palette parcourt ensuite la ligne de poste de travail en poste
de travail et revient an point de chargement/déchargement pour décharger la pi¢ce finie et en

charger une nouvelle et ainsi de suite.

1.2. Indicateurs de performances
Dans le but de caractériser les performances d’une ligne de production, on a besoin de
certains indicateurs. Les principaux indicateurs de performance d’une ligne de production

sont le taux de production et le niveau moyen des stocks et sont définis comme suit :

Le taux de production : c’est le nombre moyen de piéces produites par unité de temps.
Chaqué machine hors ligne (donc sans famine et sans blocage) posséde un taux de production
appelé taux de production en isolation. Le taux de production de la ligne a pour borne
supérieure le taux de production en isolation le plus faible des machines, et pour borne
inférieure le taux de production d’une ligne identique sans stock intermédiaire (Dallery et

Gershwin, 1992).
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Les stocks intermédiaires : ’indicateur mesuré ici est le niveau moyen d’en-cours qui
correspond 4 la somme des niveaux moyens des stocks intermédiaires. Ceci permet de
déterminer les capacités des stocks intermédiaires de la ligne afin que le taux de production de
cette derniére soit le meilleur possible. Nous reviendrons sur les stocks intermédiaires a la

section 2 de ce méme chapitre.

1.3. Propriétés des lignes de production et hypothéses générales

Le comportement d’un systéme observé dans les moindres détails peut devenir
rapidement complexe. Afin de pouvoir effectuer des calculs, il faut simplifier les choses de
maniére admissible, c'est-a-dire rendre accessible & ’esprit humain I’analyse d’une ligne de
production. Dans cette partie, nous allons présenter les principales hypotheses de travail
généralement considérées dans 1I’étude des lignes de production. Dans un premier temps, les
caractéristiques d’une machine en isolation seront présentées. Cette machine, qui est ensuite
plongée dans une ligne de production, subit ’effet de son environnement (stocks

intermédiaires et machines amont et aval).

1.3.1. Caractéristiques d’une machine en isolation
Les principaux éléments de caractérisation d’une machine en isolation sont constitués
de son temps d’opération et de sa disponibilité propre. Dans cette section, nous présentons les

principales propriétés et hypothéses associées a ces €léments de caractérisation.
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a. Le temps d’opération

Le temps d’opération est le temps nécessaire pour une opération sur une machine
isolée (Burman, 1995). Il peut étre considéré comme déterministe s’il est connu & 1’avance ou
stochastique s’il est variable et aléatoire. Dan§ ce dernier cas, la distribution du temps de cycle
est généralement supposée exponentielle si le modele est a temps continu et géométrigue s’il
est & temps discret.

Le temps de travail des machines d’une ligne peut étre utilis¢é comme un élément de

classification des systémes de production :

» Un systéme est dit synchrone si toutes les machines commencent leurs opérations en
méme temps et les finissent en méme temps aussi. Il eét dit asynchrone dans le cas
contraire.

* Un systéme est dit siomogeéne si les temps d’opérations des machines de la ligne sont

identiques. 1l est dit non-homogéne dans le cas contraire.

b. Les pannes
Dans la littérature, on trouve a la fois des méthodes consacrées a des lignes constituées
de machines fiables (c'est-a-dire ne pouvant pas tomber en panne) et des méthodes consacrées
a des lignes constituées de machines non fiables (c'est-a-dire pouvant tomber en panne). Si la
machine était fiable, nous n’aurions besoin que d’un seul paramétre pour la caractériser : le
temps d’opération. Mais cela n’est pas le cas des machines réelles qui peuvent tomber en

panne.
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La littérature traite également deux types de pannes : les pannes dépendant du temps et
les pannes dépendant de [’opération. Pour le premier cas, une machine peut tomber en panne a
tout instant, indépendamment du fait qu’elle soit en opération ou non. Dans le second cas, par

contre, cette méme machine ne peut tomber en panne que si elle est en opération.

1.3.2. Hypothéses de travail associées a une ligne de production
Dans une ligne de production, les hypothéses de travail concernent essentiellement
I’environnement de la ligne, la fonction des stocks ainsi que ’apparition des événements tels

que les opérations, les pannes et les réparations.

a. Systéme saturé

Cette hypothése considére que le flux de matiére est toujours disponible et que la
demande est illimitée. Ceci implique que la premiere machine n’est jamais affamée et que la
derniére machine n’est jamais bloquée. (Burman, 1995) indique que les vsystémes non-saturés
peuvent &tre modélisés en rajoutant des machines aux extrémités de la ligne afin d’émuler

’arrivée et le départ de piéces.

b. Indépendance des événements
L’indépendance des éveénements signifie que tous les événements (pannes, réparations,
etc.) futurs ne dépendent que de 1’état présent du systéme (Gershwin, 1994). Ceci permet de

modéliser les systémes de production par des chaines de Markov. Au niveau de la ligne de
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production elle-méme, 1’indépendance des événements indique que les apparitions des pannes

sont indépendantes les unes des autres au méme titre que les réparations.

¢. Stocks intermédiaires et mécanismes de blocage

La présence des stocks intermédiaires dans une ligne permet de réduire la propagation
des arréts de production. Dans la littérature, le temps de transit des stocks est généralement
considéré nul. Ce temps est défini comme le temps qui s’écoule entre I’entrée d’une piéce dans
le stock est sa sortie, si ce stock n’est pas bloqué par une machine aval.

Aussi, on distingue deux mécanismes de blocage (Dallery et Gershwin, 1992) :

» Le blocage aprés service (ou blocage de type 1) : Ce type de blocage a lieu si a la fin
de I’opération de la machine sur la piéce en cours, le stock aval est plein. Dans ce cas,
la piece reste sur la machine jusqu’a ce qu’une place soit disponible dans le stock aval.

* Le blocage avant service (ou blocage de type 2) : Pour ce type de blocage, la machine
ne commence son opération que s’il y a de la place dans le stock aval, sinon elle attend

qu’une place se libére.

Généralement, les systtmes manufacturiers fonctionnent en mode blocage aprés

service. Par conséquent, la plupart des travaux utilisent cette hypothése.
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2. Les stocks intermédiaires

2.1. Utilisation des stocks intermédiaires dans les lignes de production

L’utilisation des stocks intermédiaires dans les lignes de production permet un
alccroissement du taux de production. Considérons la ligne de production présentée a la figure

2.1. Nous constatons que la sortie de la machine i constitue I’entrée de la machine (i +1).

Toutes ces machines sont sujettes a des défaillances aléatoires. Cependant, 1’arrét d’une
machine entraine ’arrét complet de toute la ligne. Ceci affecte négativement la disponibilité
de la ligne qui ne sera plus en mesure de produire de nouvelles piéces jusqu’a ce que la

machine en panne soit réparée. (Zimmern, 1955) désigne cette ligne par le terme « ligne de

------- OO

Figure 2.1- Ligne de production & » machines

production rigide ».

Entrée

M;: machine i

Il est possible d’éviter de tels arréts et d’améliorer la disponibilité de la ligne en
introduisant des stocks intermédiaires entre les machines, afin de les découpler les unes des

autres et ainsi leur fournir un certain degré de liberté dans leur fonctionnement.

Un stock intermédiaire est un espace entre deux machines consécutives permettant

d’entreposer ou de retirer une quantité donnée de produits semi-finis (appelés aussi en-cours
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de production). Le but recherché par ce moyen est de réduire ou d’éliminer un arrét généralisé
de la ligne de production suite a la défaillance d’une machine ;. La figure 2.2 montre une

ligne de production ayant des stocks intermédiaires entre ses machines.

Entrée

__________ Sortie

M machine i (i=1,....n)
B,: stock intermédiaire k (k=1,... .n-1)

Figure 2.2- Ligne de production avec stocks intermédiaires

En se référant a la figure ci-dessus, si la machine ; tombe en panne, les machines

@@-1, (i—2),...,1 peuvent continuer a opérer en déchargeant leur production dans les stocks
intermédiaires situés en aval de chacune d’elles. Quant aux machines (i +1), (i+2),...,n, elles

s’alimentent des stocks intermédiaires situés en amont d’elles. Si la machine i est réparée
avant que le stock intermédiaire en amont d’elle ne soit plein (le cas échéant, la machine sera
dite « blogquée ») ou que le stock intermédiaire en aval d’elle ne soit vide (le cas échéant, la
machine sera dite « affamée »), alors la ligne n’arrétera pas de produire. Il en résulte alors un

gain de productivité, d’ou le but recherché.
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2.2. Stocks intermédiaires et accroissement de la productivité
Soit une ligne de production constituée de deux machines M1 et M2 sans stock

intermédiaire et disposant d’une durée de temps disponible T' divisé en quatre tranches

comme suit :
* { :tempsou MI esten panne et M2 est forcée d’arréter
= ¢, :temps ou M2est en panne et M1 est forcée d’arréter
, : temps ou toute la ligne est arrétée

= x :temps ou toute la ligne est en opération

Ainsi,

x=T—-(+t,+1) 2.0

L’efficacité ou la disponibilité (E) de la ligne est mesurée par la proportion de temps

ou elle est en opération :

x _T—(h+,+1)
T T

E= 2.2)

Si on ajoute un stock intermédiaire entre M1 et M2, le temps ou Ml
(respectivement Af2) est forcée d’arréter sera plus petit que ¢, (respectivement ¢ ). Donc on

aura deux autres nouveaux cas :
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= M1 estenpanne et M2 en opération

= M?2 esten panne et M1 en opération

On aura donc une nouvelle expression de Pefficacité qu’on appelle «efficacité

maximaley (Abdul-Kader, 1997) et qui est donnée par la relation suivante :

E = T —(t, +max(1,,1,))

2.3

Bien entendu, nous avons : E > E (car max(,Z,) < (4, +1,))

La probabilité pour que toutes les machines de la ligne tombent en panne en méme
temps est souvent négligée. Cependant, selon (Hanifin, 1975), il existe un nombre significatif
de pannes de ce genre. Parmi les événements pouvant entrainer un arrét total de la.
ligne, mentionnons :

- Les pannes électriques et de contrdle.

- Les changements dans la production d’un type de produit.

3. Principaux modéles de lignes de production
Dans cette section nous présentons les principaux mod¢les utilisés dans la littérature.
Dans un premier temps, nous énumérerons ces modeles puis nous résumerons leurs principales

caractéristiques dans un tableau.
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3.1. Le modéle de référence

Dans ce mode¢le, chaque machine a un temps d’opération déterministe. Les pannes des
machines dépendent de I’opération. Lorsqu’une panne se produit, la machine devient non-
opérationnelle jusqu’a ce qu’elle soit réparée. Elle redevient ainsi de nouveau opérationnelle et
part du point ou elle s’était arrétée. Les blocages dans ce modele sont de type apres service.
Ce modele décrit de maniere exacte le flux discret de piéces dans une ligne de production. Il
traduit le fait qu’aussi longtemps que les machines ne sont pas affamées ou bloquées, elles
travaillent indépendamment les unes des autres. Ce modeéle serait idéal pour I’analyse des
lignes de préduction, mais il n’existe malheureusement aucune solution exacte pour ce modele
sauf pour le éas trés restrictif d’une ligne sans stock intermédiaire (David et al, 1990). Par
conséquent, on a recours aux modeéles approchés. Certains d’entre eux utilisent un temps
discret en forgant les événements a se produire a des intervalles de temps constants. Dans

d’autres, le flux discret de piéces est remplacé par un flux continu.
(Gershwin, 1994) décrit trois types de modeles basés sur des processus Markoviens :

" Le modeéle déterministe : toutes les machines de la ligne ont des temps d’opération
déterministes. Le modéle Markovien aésocié est caractérisé par un temps et des états
discrets.

s Le modele exponentiel : il impose aux machines des temps d’opération aléatoires
distribués de maniére exponentielle. Le‘modéle Markovien associ€ est caractérisé par

un temps continu et des états discrets.
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» Le modéle continu : il approche le flux discret de pieces par un flux continu. Le modéle
Markovien associé€ est caractéris€ par un temps continu et des états mixtes : états

frontiéres discrets et états internes continus.

3.2. Le modéle déterministe
Ce modele se caractérise par un temps d’opération fixe, connu a ’avance et identique
pour toutes les machines. Il ne peut représenter que des systeémes synchrones car toutes les

machines commencent leurs opérations en méme temps. La machine i/ tombe en panne

sachant qu’elle fonctionne avec un taux A, (que ’on appelle faux de panne). Si elle est en
panne, elle est réparée avec un taux u, (que 1’on appelle taux de réparation). Le blocage est de
type aprés service. Les pannes sont dépendantes de I’opération. Dans ce mode¢le, les machines

sont caractérisées par deux paramétres: le taux de panne (A, = ] ) et le taux de
i MTBF,

réparation (u, = YMTTR )ou:

"  MTBF; est le temps moyen de bon fonctionnement, c'est-a-dire le temps moyen
durant lequel la machine fonctionne jusqu’é ce qu’elle tombe en panne.
®  MTTR,; est le temps moyen de réparation ou la durée de temps qui s’écoule entre le

moment ou la machine tombe en panne et le moment ou elle est réparée.
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3.3. Le modéle exponentiel

Ce modele se caractérise par un temps d’opération aléatoire avec distribution

exponentielle de moyenne %z . Il peut étre utilisé pour représenter des lignes asynchrones et

1

non-homogenes. Le blocage est de type aprés service. Les pannes sont dépendantes de

I’opération. Les machines sont caractérisées par trois paramétres : la vitesse moyenne

d’opération (u,), le taux de panne moyen (4, = %\/JTBF,. ) et le taux de réparation moyen

(= %MTTR, )-

3.4. Le modéle continu

Dans ce modele, le flux de matiére est supposé continu et éhaque machine a un temps
d’opération déterministe. Ce modéle peut étre utilis€ pour des lignes asynchrones et non-
homogenes. Les états du systéme sont mixtes : états frontiéres discrets et états internes

continus. Le temps est également continu.

3.5. Caractéristiques des différents modeles
Le tableau suivant reprend les principales caractéristiques des différents modeles cités

plus haut.
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Modéle Etats | Temps Type de Temps Temps de bon Temps de
systéme d’opération | fonctionnement | réparation
Modele de | Discrets | Continu | Asynchrone | Déterministe : Distribution Distribution
référence non- T quelconque quelconque
homogene
Modele Discrets | Discret | Synchrone | Déterministe : Distribution Distribution
déterministe Homogéne 1 unité de géométrique de | géométrique
temps moyenne de moyenne
| 1
A’i A i
Modéle Discrets | Continu | Asynchrone | Distribution Distribution Distribution
exponentiel non- exponentielle | exponentielle de | exponentielle
homogéne | de moyenne moyenne de moyenne
1 1
Jiu /4 J
Modele Mixtes | Continu | Asynchrone | Déterministe : Distribution Distribution
continu non- y exponentielle de | exponentielle
homogéne Hi moyenne de moyenne
| 1
/4 J

Tableau 2.1- Caractéristiques des différents modeéles (Abdul-Kader, 1997)

4. Evaluation de performances de lignes de production comportant plusieurs machines
L’utilisation du modéle de référence nebpermet d’obtenir une solution exacte que dans

le cas tres restrictif d’une ligne sans stocks intermédiaires. Pour les autres modéles

(déterministe, exponehtiel et continu), les seules solutions exactes exploitables existantes sont

celles des lignes composées de deux machines séparées par un stock intermédiaire.

Bien qu’il existe des solutions exactes pour des lignes composées de deux machines et
un stock intermédiaire, il n’est pas possible de les exploiter pour construire des solutions

exactes pour des lignes plus longues. Dans (Gershwin, 1994), on retrouve le terme
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d’indécomposabilité qualifiant I’impossibilité de décomposer I’étude d’un systeéme complexe
en sous-systémes dont les solutions sont connues. Face & cette impossibilité, des techniques
approximatives ont été mises au point. Dans cette section, nous présentons les deux
principales méthodes existantes : les méthodes approximatives par agrégation et les méthodes

approximatives par décomposition.

Le principe est de ramener 1’étude d’une ligne a plusieurs machines et plusieurs stocks
a une ligne de deux machines et un stock intermédiaire dont la solution exacte est connue. On
constate donc que le modéle & deux machines et un stock intermédiaire est la brique de base

permettant 1’évaluation de performances de lignes plus longues.

4.1. Les méthodes approximatives par décomposition
La méthode de décomposition consiste & ramener 1’analyse de la ligne a celle de sous-
lignes plus petites et dont les solutions exactes sont connues. Dans la figure 2.3, les sous-

lignes sont constituées de deux machines virtuelles M, (i) et M ,(i) séparées par le stock
intermédiaire B,. Soulignons que les solutions exactes pour les cas de lignes de deux

machines et un stock intermédiaire existent (Dubois et Forestier, 1982; Gershwin, 1994).

Plusieurs travaux utilisant cette méthode se retrouvent dans la littérature. Parmi les plus
connus, citons 1’algorithme DDX de (Dallery et al, 1988) ainsi que I’algorithme ADDX de

(Burman, 1995).
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La figure 2.3 représente la décomposition d’une ligne de production composée de
quatre machines. Il s’agit ainsi de diviser la ligne de production originale en un ensemble de
trois lignes virtuelles dont chacune est composée de deux machines et un stock intermédiaire

dont les solutions exactes sont connues. Les deux machines virtuelles M, (i) et M (i) de la

ligne / modélisent les portions de la ligne se trouvant respectivement en amont et en aval du

stock intermédiaire B, .

Ligne d’'arigine

M—1 B; M2 {fl-;;\;} M3_‘— 8_3
i—@&—1iE € @10

" M)
| W%t il

Ligne 3

- M)

Figure 2.3- Décomposition d’une ligne de quatre machines

Comme toutes les techniques de type décomposition, la méthode DDX passe ainsi par les

trois étapes suivantes :
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» La caractérisation des sous-systémes.
* La définition des €quations reliant les paramétres inconnus des sous-systémes
décomposés.

= [a mise au point d’un algorithme de résolution de ces équations.

L’élément important de la méthode DDX est que ’algorithme de calcul proposé par les
auteurs (Dallery et al, 1988) est plus rapide et robuste que celui proposé par (Gershwin, 1987).
En effet, contrairement a I’algorithme de Gershwin, celui-ci converge toujours. Il s’agit d’une
procédure itérative qui comporte une phase d’initialisation au cours de laquelle les paramétres
des machines virtuelles sont initialisés aux paramétres des machines originelles
correspondantes. Il comporte aussi deux étapes de calcul itératif : une étape descente et une
¢tape montée. Ces deux étapes sont exécutées jusqu’a la convergence de [’algorithme.
L’équation de consérvation du flux est utilisée pour faire converger I’algorithme. Cette
équation traduit 1’égalité des taux de production des sous-systémes virtuels. Pour plus de

détails sur I’algorithme DDX, le lecteur est référé & (Dallery et al, 1988).

4.2. Les méthodes approximatives par agrégation
L’agrégation consiste & remplacer tour a tour les groupes de deux machines et un stock
intermédiaire par une machine équivalente (comme le montre la figure 2.4). Cette technique
est applicable & tous les types de lignes de production (homogénes, non-homogénes,

synchrones, asynchrones). Cette méthode a ét¢é introduite par (Terracol et David, 1987).
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M1 | M2
e, N .
2 z

1 A
Ay Ay
—
Mi2
Az
A2

Figure 2.4- Agrégation de deux machines et un stock par une machine équivalente

Considérons une ligne de production constituée de & machines et de (k—1) stocks
intermédiaires. En suivant le principe énoncé ci-haut, on sera amené a effectuer (k—2)
regroupements afin d’obtenir une ligne équivalente constituée de deux machines séparées v
par un stock intermédiaire comme montré 3 la figure 2.5. Nous faisons remarquer qu’il
s’agit 15 d’une agrégation amont étant donné le sens dans lequel cette dernicre est faite. On

parle d’agrégation aval si 1’agrégation est faite dans le sens inverse (Terracol et David,

1987).
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Ligne d’origine
R ] ‘ — F
M1 —-Gab—‘ M2 |- -(82 L M3 (®—~
L s il =Y s =
. T B T
Agrégation 1 MZOJ— -( BZ)—‘ M3J» -{53 M4
e e I L. S

Agrégatian 2

Figure 2.5- Agrégation amont de quatre machines

En général, les méthodes de type agrégation sont moins précises mais plus rapides et
plus simples & mettre en ceuvre que les méthodes de type décomposition. Ces deux méthodes
utilisent les solutions existantes d’une ligne de production constituée de deux machines

séparées par un stock intermédiaire (2M1S pour 2 machines et 1 stock).

5. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les types de lignes de production les plus
courants, les indicateurs de performances ainsi que les propriétés de ces lignes et des
hypothéses générales de travail. Nous avons également introduit la notion de stocks
intermédiaires et souligné leur rdle dans les lignes de production. Nous avons ensuite présenté
les principaux modeles de lignes de production rencontrés dans la littérature ainsi que les

caractéristiques propres a chacun d’eux. Etant donné que les solutions exactes de ces modeles
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ne sont connus que pour le cas de ligne de type 2MI1S, nous avons présenté les deux
principales méthodes approximatives d’évaluation de performances de longues lignes, a savoir
la méthode de décomposition et la méthode d’agrégation. Nous avons constaté que ces deux

méthodes utilisent les solutions existantes d’une ligne de production de type 2M1S.

Ainsi, dans le chapitre suivant, nous présenterons les méthodes classiques
d’évaluation de performances d’une ligne de type 2M1S dont les machines sont caractérisées

par un seul mode de défaillance.



CHAPITRE II1

EVALUA‘TION DES PERFORMANCES D’UNE LIGNE SERIE DE DEUX
MACHINES A UN MODE DE DEFAILLANCE ET UN STOCK INTERMEDIAIRE

Dans le présent chapitre, nous présenterons des modéles d’évaluation de performances
des lignes de production série composée de deux machines non fiables & un mode de

défaillance et un stock intermédiaire. Plus particuliérement, nous présenterons :

- le modéle déterministe, et

- le modéle continu.

Ces modeles utilisent les chaines de Markov pour modéliser les machines de la ligne
considérée. C’est pourquoi I’annexe 1 est consacrée a la présentation des chaines de Markov

dans les deux cas suivants :

- temps discret, états discrets;

- temps continu, états discrets.
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Les concepts présentés ici sont d’une grande importance pour I’élaboration de nos
modeles et extensions dans. les chapitres suivants. Pour plus de détails sur ces concepts de
base, le lecteur est référé a titre d’exemple a (Gershwin, 1994), (Dallery et Gershwin, 1992),

(Dubois et Forestier, 1982), (Dallery et al, 1989) et (Gershwin, 1987).

L. Lignes de transfert 4 deux machines et un stock intermédiaire de capacité finie
1.1. Représentation de I’état du systéme
On représente I’état du systéme & un instant donné par le triplet (n,,,,) ot :
o n estle niveau du stock tampon (0 <n< N)

o ¢, estl’état de la machine M1 (o, =0o0u 1)

o «, estl’état de la machine M2 (a,=00u 1)

1.2. Le modéle déterministe

La principale caractéristique du modéle déterministe est que la durée de temps
nécessaire 4 une machine pour produire une piéce est fixe, connue d’avance et elle est la
méme pour toutes les machines de la ligne considérée. Généralement, on considere cette durée
comme représentant une unité de temps.
On considére dans I’étude de ce modéle que les pannes dépendent de 1’opération et non du .

temps. Ainsi, une machine oisive (bloquée ou affamée) ne peut pas tomber en panne.
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a. Equations de transitions internes
Les états internes sont les états pour lesquels 2<n<N-2. Les équations de
transitions internes sont celles qui n’impliquent que les états internes. Elles sont au nombre de

quatre :

P(1,0,0) = (1- 44 )(1~ 11,) P(n,0,0) + (1~ 1) ,P(n,0,1) + A (1= 1) P(m1,0) + ALP( 1) (3.1)

P(n,0,1) = (1- )i, P(n+1,0,0) + (1 = 1)1 = ) P(n +1,0,1) + A, 11, P(n +1,1,0) .
+A4(-4)P(n+1,11) (3.2)

P(1,1,0) = 11, (1~ 11,) P(n~1,0,0) + 4 A, P(n —1,0,1) + (1 - 4)(1 - 12,)P(n—1,1,0)
+(1-A)AP(n-111) (3.3)

P(n,1,1) = g1,44,P(1,0,0) + (1= ) P(n,0,) + (1 = A) i, P(n.1,0) + 1 = A)A= L)P(n LD (3.4)

b. Equations de transitions frontiéres

Certains états du modéle sont transitoires et, ce faisant, leurs probabilités sont nulles :

= (0,1,0) est transitoire car il ne peut étre atteint par aucun état. En effet, si M1 est
opérationnelle et M2 en panne a linstant #+1 (ie. o(t+1)=leta,(t+1)=0) alors

le niveau du stock a I’instant 7+1 est égal au niveau du stock a I’instant ¢ plus une

unité (i.e. n(t+1)=n()+1).
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= (0,L,1) est transitoire car il ne peut étre atteint par aucun état. Si n(r)=0 et
o, t+)=a,+1)=1 alors n(+1)=1 étant donné que A2 est affamée et par
conséquent non opérationnelle. Si par contre, n(f) >0 et o, (r+1)=a,(r +1) =1 alors

n(t +1) = n(r).

»  (0,0,0) est transitoire car il ne peut étre atteint qu’a partir de (0,0,0) si aucune machine
n’est réparée, ou a partir de (0,1,0) si M1 tombe en panne. Cet état ne peut étre atteint
a partir de (0,0,1) ou de (0,1,1) étant donné que A/2 ne peut pas tomber en panne. Si

n)>0 et ot +1)=a,(t+1) =0 alors n(t+1) =n().

= (1,0,0) est transitoire car il ne peut étre atteint qu’a partir de (0,0,0) ou de (0,1,0). Si
og(t+)=lete,(t+1)=0 alors n(@+1)=n()+1. Par conséquent, n(f)=0.
Cependant, cet état ne peut étre atteint & partir de (0,0,1) car M2 ne peut pas tomber

en panne. Il ne peut non plus étre atteint a partir de (0,1,1) pour la méme raison.
= De fagon similaire, (N,0,0),(N,0,1),(N,1,1) et (N —1,0,1) sont transitoires.
Remarque : Ne pas oublier qu’on a supposé qu’une machine inactive (affamée ou bloquée) ne

peut pas tomber en panne. Dans le cas contraire, la liste des états transitoires aurait €té

différente.
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b.1. Equaﬁons fronti¢res inférieures (n<1) .

Le systeme peut passer de (1,0,0) & (0,0,1) si M1 n’est pas réparée alors que M2
Pest. La transition de (1,0,1) vers (0,0,1) est possible & condition que M1 ne soit pas réparée
et que M2 ne tombe pas en panne. La transition de (1,1,1) vers (0,0,1) est possible si A1
tombe en panne et M2 reste opérationnelle. Enfin, il peut rester a I’état (0,0,1) si /1 n’est

pas réparée (étant donné que Af2 est affamée, elle ne peut pas tomber en panne). Les autres

transitions possibles se font & partir d’états transitoires. Ainsi, on obtient :

P(0,0,1) = (1— ) P(0,0,1) + (1 - 21,) 1, P(1,0,0) + (1 = 2. )(1 = A,).P(1,0,1)
+A4(1=4,)P(,1,1) (3.5)

En suivant le méme raisonnement, on trouve les autres équations frontieres inférieures

qui sont :

P(1,0,0) = (1= £4)(1— 4,)P(1,0,0) + (1 - 1) 4,P(1, 0,1 + 4,4, P(L, L 1) (3.6)
P(1,0,1) = (1~ ), P(2,0,0) + (1 - 1)(1~ A)P(2,0,) + 41, P(2,1,0) + 4(1 - )P, 1) (3.7)
P(L1,1) = 44,P(0,0.1) + £4,44,P(1,0,0) + 44,1~ ,)P(1,0,)) + (1~ )1~ 4,) P(LL1) 3.8)

P(2,1,0) = 14,(1— 11,)P(1,0,0) + 4,4, P(1,0,1) + (1= )4, P(1,1,1) (3.9)

b.2. Equations frontiéres supérieures (n> N —1)

En suivant le méme raisonnement que pour les équations fronticres inférieures, on

obtient les équations frontiéres supérieures suivantes :



P(N -2,0,1) = (1- ) s1,P(N =1,0,0) + A 1, P(N ~1,1,0) + 41— 1) P(N =1,1,1)
P(N =1,0,0) = (1— 14 )1 — 1) P(N =1,0,0) + A (1= 1,) P(N =1,1,0) + 44, P(N =1,1,1)

P(N -1,1,0) = z,(1— £, )P(N =2,0,0) + 4 4, P(N = 2,0,1) + (1= A X1 - 14,)P(N —2,1,0)
+(1=)ALP(N-2,1,1)

P(N =1,1,1) = 44, P(N ~1,0,0) + (1= 4) 46, P(N ~1,1,0) + (L= 4)(1 = 4,) P(N =L, 1,1)
+ 44, P(N,1,0)

P(N,1,0) = (1~ ) P(N =1,0,0) + (1= A)(1 ~ 44;) P(N =1, 1,0) + (1~ ) L, P(N =1, 1,1)
+(1- 1) P(N,1,0)

¢. Equation de normalisation

i i i Pn,a,a,)=1

n=0 o =0 a,=0

d. Mesures de performances (Gershwin, 2002)
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(3.10)
(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

On note par E, ’efficacité (ou disponibilité) de la machine M,. Les termes A, ef 4,

représentent respectivement, les probabilités de famine et de blocage et n représente le niveau

moyen du stock. Ainsi :
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N-1
E =Y (P(n,1,0)+P(n,1,1)) (3.16)
n=0
N
E, =Y (P(n,0,1)+ P(n,1,1)) (3.17)
n=1
A, = P(0,0,1) (3.18)
A, = P(N,1,0) , (3.19)
- N
n= > nxP(nao,a,) (3.20)
Z::O,l
a,=0,1

e. Résolution du modele

e.1. Equations internes

Lorsqu’on est dans un état interne, cela implique qu’il n’y a ni blocage, ni famine. Le
niveau du stock & I’instant 7 +1 dépend donc de son niveau a I’instant ¢ ainsi que de I’état des

machines M1 et M2, ce qui se traduit par :

n(r+1) = n(t) +o,(t +1) — o, (£ +1) (3.21)

A partir des équations internes, on constate que » apparait 4 gauche tandis qu’a droite

on voit apparaitre n,n—~1et n+1. On peut donc raisonnablement poser :

P(n,oy,0,) = X"¢(cx, ) (3.22)
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En effectuant la substitution et en éliminant le facteur X", on obtient :

$(0,0) = (1= 1)1~ 15)¢(0,0) + (1= 4 ) A4 (0, 1) + 4,(1 - £4,)$(1, 0) + 4 4,4(1, 1) (3.23)
X79(0,1) = (1 1) 1,6(0,0) + (1= 1)1~ 4,)$(0,1) + Ay 11,61, 0) + A, (1= 4,)$(1, 1) (3.24)
X4(1,0) = 44, (1= 14)$(0,0) + 4. 4,¢(0,1) + (1 = A)(1 = 14,)$(1,0) + (1= A4) A, 4(1,1) (3.25)

¢(1,1) = p11,(0,0) + 24, (1= )P0, 1) + (1 = A) £,4(1, 0) + (1 = A)(1 = 4)¢ (L, 1) (3.26)

On constate que lorsque le premier argument de ¢ est 0, son coefficient a un facteur
(1-44) et lorsque cet argument est 1, son coefficient a un facteur 4,. De méme, lorsque le
second argument de ¢ est 0, son coefficient a un facteur (1—4,) et lorsque cet argument est

1, son coefficient a un facteur A, . On peut donc poser (Gershwin, 2002) :

B, 0,) = 1Y (327)

En effectuant la substitution et aprés factorisation, on obtient :

1= (1= + X 2) (-t + H2) (3.28)
XY, ==y + Y ), +Y,(1- 1) (3.29)
XY, =<u1+K<1—ﬂ1))<1—u2+M) (3.30)
VY, = (i + (=), + 5,1 4)) | (3.31)

Etant donné que la derniére équation est le produit des trois premiéres, on a alors trois

équations a trois inconnues qui, apres simplification, donnent (Gershwin, 2002) :
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I=(0-m+HA)1- 1, +14) (3.32)
_mthd-4) (3.33)
bl A '
anzxe+ﬁﬂ~&) (3.34)
l—p,+ 14,

Ces équations sont appelées équations paramétriques. Pour les résoudre, on commence

par multiplier les deux derniéres afin d’éliminer X et on simplifie avec la premiére pour avoir :

Yy =+ L(A=-24))(, + (A= 4)) (3.35)

A partir de I’équation (3.32), on obtient :

L B S
Yz—ﬂ?[l_wm a y»} (3.36)

En remplagant (3.36) dans (3.35), on obtient :

YIL{__I___
b | 1= + T4

=) |= _ -4 L
{ m} (4 + X0 /%))(ﬂfr . [1—ﬂ1+m (1 u»D (3.37)

En multipliant les deux membres de 1’égalité par 4,(1—, + ¥, A4),on a:

1= =)A= + L 2)]=

(4 + B0 =N oA (= g + T A) +[1= (1= )1 = g + KA1 =2)]] (3.38)
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Cette derniere est une équation quadratique en Y. Aprés certaines manipulations

(Gershwin, 1994), on trouve :

0=X2(h+4— Ak —Att) |
V(i (A4 + A — A4, = Auy) + Ay + iy — oy — g 20))) + gy (b + g — ity — g5 4,) - (3.39)

Cette équation a les deux solutions suivantes :

Y, =% (3.40)
y ~Hth — iy = A,
B T

En utilisant (3.32) et (3.34), on peut déterminer les X, et ¥, correspondant, & savoir :

Yll :H’l"

7
Y, =fL » (3.41)
X, =1

. Mo+l =, — A,
Y A+ - Ak A,
v At — A |
R A N )

¥, 1o
¥,

(3.42)
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Ainsi, la solution des états internes est (Gershwin, 2002) :

P(n,a, @) = GXI Y Y +C XY a X (3.43)

A ce stade, il ne nous reste plus qu’a :
1) développer les P(n,cx,cx,) pour n=0,1,N —1.

2) trouverles C,.

e.2. Equations frontiéres

Tous les termes du membre droit de I’expression de P(1,0,1) représentent des états

internes. On peut donc écrire :

P(1,0,1) = C,X,Y,, +C,X,Y,, (3.44)

Rappelons que :  P(2,1,0) = P(1,0,1)

2

2y _
E. 1CijYlj = EICJ.X].YZJ.
= =

(3.45)
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Notons que si j=2 alors X,Y,~Y, =0. Si ¢ #e, (o0 ¢ est la disponibilité

stationnaire de la machine M, en isolation et défini par: e, :_"iz_) et j=1 alors

i 1

X,Y,~Y,, #0 etpar conséquent C;, =0.

En ce qui concerne les équations frontiéres inférieures, P(0,0,1), P(1,0,0) et P(1,1,1)
restent inconnues et doivent satisfaire leurs équations respectives. Le fait d’avoir quatre
€quations a trois inconnues n’est pas un probléme compte tenu du fait qu’on a déja considéré

le cas de I’équation supplémentaire en les sommant et en exigeant que C, =0.

Afin de déterminer les probabilités frontiéres inférieures, on constate que 1’expression

de P(0,0,1) peut étre réécrite ainsi (Gershwin, 2002) :

4 P(0,0,1) = (1— 1)1, P(1,0,0) + (1 — 22 )(1 = 4,) P(L,0,1) + A, (1 — 1) P(L, 1, 1) (3.46)

En la remplacant dans I’expression de P(1,1,1),ona:

P(L,1,1) = 44,P(1,0,0) + (1 - 4,)CXY, + (1- 4,)P(1,1,1)
ou | (3.47)
A, P(1,1,1) = A,P(1,0,0) + (1- 1,)CXY,

L’expression de P(1,0,0) peut étre réécrite ainsi :
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(0 + p = th5)P(1,0,0) = (1 - 1) L,CXY, + 44 P(L1,1) (3-48)

Les deux derni¢res équations impliquent deux inconnues. En éliminant P(1,1,1) et
aprés simplification, on a :

(44 + p = pot, = 4 44)P(1,0,0) = (4 + 4, — A4, — A4, 44)CXY, (3.49)

Cependant, I’expression de ¥, dans (3.42) implique que :

P(1,0,0)=CX (3.50)

Ainsi, (3.47) devient :

APALLY) = CX (i, +(1- 4)E,) | (3.51)

Ce qui implique que :

Py =S Pt~ by — oy (3.52)
A A4 -AAL -4

Enfin, P(0,0,1) est obtenue a partir de (3.46) :

P(0,0,1) = Cx Fatt ZZ‘Z —thh (3.53)

De la méme maniére, on traite les équations frontiéres supérieures.



e.3. Liste des probabilités a 1’état d’équilibre

La liste de toutes les probabilités a 1’état d’équilibre est indiquée ci-dessous :

P(0,0,0)=0

P(O, 0,1)=CX O BV _lulﬂ’z
My

P(0,1,0)=0
P(0,1,1)=0
P(1,0,0)=CX
P(1,0,1) = CXY,
P(1,1,0)=0

P L1y = S At = ity — iy

L At =hA - pmd,

P(N -1,0,0)=CxX™"
P(N -1,0,1)=0
P(N -1,1,0)=CX"7y,

P(N—l,l,l)’:CXN_1 x#1+”2_”1”2—’11”2
B Rt A Ay =it

P(N,0,0)=0
P(N,0,1)=0

P(N,1,0) = Cx¥-1 A+t~ bty — Aot
Aty

P(N,1,1)=0

P(n,a,a,)=CX"Y"Y,*; 2<n<N-2; o =0,1; a,=0,1



46

~

ou:

y = Mt i = It — A,
Y A Ay = A = Aoy

y =t + My — My — Al
A A A~y

et C est une constante de normalisation obtenue a partir de 1’équation de normalité.

e.4. Remarque importante
Certaines probabilités d'états frontiéres sont de forme interne (sont exprimées

uniquement a 1’aide d’états internes). Pour des valeurs raisonnables des paramétres 4, ef 4,

les probabilités frontiéres non nulles qui ne sont pas de forme interne sont beaucoup plus
grandes que les probabilités d’états internes. Ceci est dfi au fait que le systéme tend a passer

beaucoup plus de temps dans ces états que dans les états internes (Gershwin, 1994).

Il n'y a rien de spécial & mentionner au sujet des états internes. Quand le systéme est
dans un état interne, il y reste si les états de machines sont identiques, ou il quitte cet état s'ils
sont différents. Cependant, si la machine M1 tombe en panne, le stock peut se vider. (Si M1
est réparée avant que le stock ne se vide, le systéme reste dans un état interne). A chaque fois
que le stock se vide, indépendamment de ’état que le systtme occupait avant panne, le

systéme est dans 1'état (0,0,1). En outre, il reste dans cet état jusqu'a ce que M1 soit réparée

(étant donné que M2 ne peut pas tomber en panne, et que le niveau du stock ne peut pas
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changer). Aprés réparation, le systéme change d’état pour atteindre (1,1,1). C'est parce qu'une
seule piéce arrive dans le stock et aucune n’en sort pendant cette unité¢ de temps. Le systéme

demeurera dans cet état jusqu'a ce que M1 ou M2 tombe en panne.

1.3. Le modéle continu
Dans cette section, on considére une ligne de transfert & temps continu et & états
discrets. Plus concrétement, la matiére traitée par cette ligne est supposée étre un fluide

continu.

a. Equations de transitions internes

Lorsque le stock n’est ni vide ni plein, son niveau varie en fonction des états des
machines adjacentes. Etant donné qu’il ne peut varier que d’une petite quantité durant un court
intervalle de temps, il est possible d’utiliser les équations différentielles afin de décrire son

comportement (Levantesi et al, 2003).

Ainsi, la probabilité que les deux machines soient opérationnelles et que le niveau de

stock soit entre x et x+Sx a I’instant 7+ 8¢ est donné par 7 (x,1,1,£ +61)dx, ou :

FLLE+81) = (1= (4 + A4,)58) f (x+ Uy =U)SL L1 + w5t f(x+U,8t,0,1,7)
+ 1,0t f(x~U,S1,1,0,1) +0(57) (3.54)

Ou U, etU, représentent le débit de production de M; et M,.
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Ceci est dii au fait que si les deux machines sont opérationnelles a 1’instant ¢ et que le

niveau du stock est entre x+ (U, —U,)dt et x+ (U, —U,)ot + Sx, alors la probabilité¢ qu’il n’y
ait pas de panne avant 7+ 0t est (1-A4,07)(1-A4,01) et a 'instant 467, le niveau de stock sera

entre x et x + ox.

Si, a linstant ¢, la machine M1 est en réparation et la machine M2 est
opérationnelle, la probabilité pour que les deux machines soient opérationnelles a 1’instant

1+t est pot avec une approximation de premier ordre. Durant cet intervalle de temps, le
niveau du stock diminue de U,Sr. On obtient ’expression du troisiéme terme de maniére

similaire. En faisant tendre S5t vers zéro, cette équation devient :

%(x, L) = ~(4 + ) f (61D +(U, —Ul)gff-(x, L)+ 4 f (5,0,0) + 11, (x,1,0) (3.55)
X

Les trois autres équations internes sont (Levantesi et al, 2003) :

%(x, 0,0) = (14 + 18,) £ (%,0,0) + A, £ (x,0,1) + 4 £ (x,1,0) | (3.56)

%(x, 0,1)=0, 2—f(x, 0,1 (&, + 4) £(x,0,1) + A £(3,1,1) + 11, £ (,0,0) (3.57)
X

of of

6—r(x,1,0) = —Ul—é—(x,l,O)—(ﬁ1 + 1) f(x,L,0)+ A, F(x, L) + 2, f(x,0,0) (3.58)
X ‘
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b. Equations de transitions frontiéres
Alors que le comportement interne du systeme peut étre décrit par des densités de
probabilités, le systéme peut atteindre un état frontiére donné avec une probabilité non nulle.

Par exemple, si U, <U, et que les deux machines sont opérationnelles, le niveau de stock tend
a diminuer. Si la situation perdure assez longtemps, le stock sera vide (x =0). Lorsque le

systéme atteint 1’état (0,1,1), il y reste jusqu’a ce qu’une des deux machines tombe en panne.

Il y a huit états frontiéres (x,0,@,) ot x=00uN; o =00ul et @,=00ul et
autant d’équations de transitions. Il y a trois versions de ces équations selon que U, >U,,

U, <U, ou U, =U,.

b.1. Equations frontiéres inférieures (x=0)
Si le systéme se trouve & 1’état (0,0,0) a I’instant ¢+ ¢, cela signifie qu’il ne pouvait
se trouver, a I’instant ¢, que dans ’un des états (0,0,0) ou (0,1,0). Ainsi :

P(0,0,0,1+56) = (1—(p4 + @)&)P(o, 0,0,6)+ 4,5t P(0,1,0,) +0(57) (3.59)

Lorsque 6t tend vers zéro, on a :

dL((c);to’ﬂ =—(4 +14,)P(0,0,0)+ 4 P(0,1,0) (3.60)
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Il est évident que si la machine M1 est opérationnelle et la machine A2 en panne, le

stock ne peut pas étre vide. Ce faisant :

P(0,1,0)=0 3.61)

Afin d’atteindre ’état (0,0,1) a I’instant ¢#+4J¢, le systéme ne pouvait se trouver a
I’instant ¢ que dans ’un des états suivants : a 1’état (0,0,0) avec réparation de M2 ou a I’état
(0,0,1) sans réparation de M1 ou a I’état (0,1,1) avec panne de M1 ou encore a I’état (x,0,1)

ou 0 <x <U,dt sans réparation de M1 ni panne de M2. On obtient donc :

U, 51

P(0,0,1,t+80) = 1,5t P(0,0,0,0)+ (1~ 145 P(0,0,1,) + 45t PO,1LLH+ | f(x,0,))dx
0

ou (3.62)
dpP(0,0,1)

= = 1,P(0,0,0) -4, P(0,0,1) + 4, P(0,1,1)+ U, £(0,0,1)
Si U, > U,, la transition de (0,1,1) vers (0,1,1) est impossible car M1 produit plus vite
que M2 ne consomme. Pouf la méme raison, la transition de (0,0,1) vers (0,L,1) est
impossible. Enfin, si & I’instant ¢ le systéme est a 1’état (x,1,1) et aucune panne n’a lieu entre

! et t+ 6t alors le systéme sera a I’instant 7+ ¢ a I’état (x',1,1) ou x" > x. Donc :

P(0,1,1)=0 (3.63)
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Afin d’étre a I’état (x,1,1) a l'instant #+5¢ ou 0<x<U,dt, le systétme pouvait étre
dans I'un des états (x,1,1) ou (x,0,0) mais leurs probabilités sont de second ordre. Au

premier ordre, on a ;

Uyst 1461

{ F(x,1,0,¢ +St)dx = { ( 1P(0,0,0,5)+ AL P(0,1,1, s))ds+ (1= (4 +,)6t) P(0,1,0,1)  (3.64)
On a vu plus haut que :

P(0,1,0,1)=0
Donc I’équation précédente devient :

,U1 £(0,1,0) = 14,P(0,0,0) + 2 P(0,1,1) | (3.65)
SiU, >U,, on peut atteindre I’état (x,1,1) ou0 < x < (U, —U, )8t . Ainsi :

U =Uy)ot t+5t

[ feelLe+stdn=p, [ P(0,0,1,5)ds

ou (3.66)
U, -U,)f(0,1,1) = 1P(0,0,1)
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b.2. Equations frontiéres supérieures (x = N)

Ces équations sont obtenues de maniére analogue aux €quations frontieres inférieures.

On obtient donc :

LD - o+ 1) PN,0,0) (3.67)
ﬂ—;}@ = 1t P(N,0,0)— 11, P(N,1,0) + L,P(N, 1,1) + U, f(N,1,0) (3.68)
g—’i(—];ftﬂzz—(ﬂ.lb+Z.Z)P(N,l,1)+(Ul~U2)f(N,1,1)+,l,12P(N,1,0) (siU, 2U,) (3.69)
dPNLD o (siv, <Uy (3.70)
dt
P(N,0,1)=0 3.71)
U,f(N,0,1) = 1,P(N,0,0) + A* P(N, 1,1) (3.72)
U, -U)f(N,L1) = s, P(N,1,0) (si U, <U,) (3.73)

’ . . r 2\ b
Remarque : Dans les équations ci-dessus, on constate la présence du parameétre A’ . Ce

parametre est défini par I’expression suivante :

iUy _ Uy

B o= hxm - (3.74)

Ce parametre est dii au fait que si le stock tampon est plein (ce qui n’arrive que dans le

cas ou U, >U,), la machine M1 est ralentie par la machine M2 car elle ne peut produire

qu’une fois que M2 ait consommeé et ce faisant, x <N .
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c. Equation de normalité
La somme de toutes les probabilités est toujours égale a 1.

D’ou:

> ﬁ f(x,al,az)dx+P(o,al,a2)+P(N,al,az)}l (3.75)

a=0,1,=0,1| ¢

d. Mesures de performance
d.1. Niveau moyen du stock

Cette mesure de performance est donnée par :

x=y 3 l:jx fxa,a,)dc+N P(N,al,az)} (3.76)

a=0,1a,=0,1] ¢

d.2. Taux de production
Le taux de production moyen P2 représente le taux auquel la matiére quitte A/2.

Lorsque le stock n’est pas vide et que M2 est opérationnelle, ce taux est U, . Lorsque le stock

est vide et que les deux machines sont opérationnelles, alors ce taux est U, . Ainsi :

P2=U, {j (f0,D+ f(x,1,1))dx + P(N,l,l)}+UlP(0,l,l) (3.77)

De méme, P1 est le taux auquel la matiére entre dans le systéme (et par cons€équent

entre dans M1). Ainsi :



54
N .
P1=U, [J(f(x, LO)+ f(x,1, 1))dx + P(0,1, l)} +U,P(N,1,1) (3.78)
0
L’équation suivante établit la conservation du flux :

U, -U)F L) +U, f(x,0,)-U f(x,1,00=0  (0<x<N) (3.79)

Cela signifie que Pl1=P2.

Les équations de transitions en régime permanent ont un état d’équilibre dans lequel

toutes les dérivées temporelles disparaissent. On constate ainsi que :

P(0,0,0) = P(0,1,0) = P(N,0,0) = P(N,0,1) =0

et | (3.80)
PO,LD=0 (siU,>U,)

P(N,LD)=0 (si U <U,)

e. Résolution du modele
11 est naturel de considérer une forme exponentielle pour la solution des équations

internes étant donné qu’elles représentent un ensemble d’équations différentielles linéaires

ordinairement couplées (Gershwin, 1994), d’ou :

f(x, 04, 0,) = Ce” YA Yy | (3.81)
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ou: C,1,Y, et p sont a déterminer.

Cette forme satisfait les équations internes a I’état d’équilibre si (Levantesi et al, 2003) :

2
D (AY,~p)=0 (3.82)
i=1 .
1+7Y
~Uip = (A% ) = (3.83)
1
1+7Y
Usp = (Ao, = 1) =2 (3.84)
2

On a donc trois équations a trois inconnues que 1’on appelle équations paramétriques. Une

solution possible est :

: p=0 (3.85)

‘En éliminant p er ¥, et en retirant le facteur (4Y, —4), on obtient une équation quadratique

eny :

~U, ~UDAE +[U, — U + 1) = (U4 + Ui )] K +U, (4 + 1) =0 (3.86)
Cas ou U =U,=U : dans ce cas, I’équation précédente se réduit a une équation

linéaire. Ainsi :
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)flzlul_'_lul
A+d,

y, = fatth (3.87)
At

_1 3 1 1
P—U(/‘l’i’z #Zﬂi)(ﬂq‘*ﬂz_‘—ﬂl"‘/‘z)

En ce qui concerne les équations frontiéres :

P0,0,1)=C L + 1) (3.88)
Hiry

Po.L)=cY AtH (3.89)
A At4

PN,0,10) = C-L e (u + 1) (3.90)

PN LY=L itis (3.91)
A A+

ou C est obtenue a partir de I’équation de normalité.

Cas ou U, #U, : étant donné que dans ce cas, I’équation quadratique précédente a deux

solutions ¥, ,, alors :
2 X

foy,0,) =Y. C e Faye (3.92)
7=l

ou les ¥, et p, sont déterminées & partir des équations parameétriques.
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En ce qui concerne les équations frontié¢res, on distingue deux cas : U, >U, et U, <U,.

Casl1:U >U,

P(0,1,1)=0 (3.93)
U -U, 3
P(0,0,1) = 1# LY CYY,, (3.94)
(O
U 2 N
P(N,1,0)=—L(u,+11,)Y . C e” (3.95)
2 Jj=1
U1 : N
P(N,l,l):ZZCjef Y, (3.96)
J=1

Pour obtenir les constantes C, et C,, on a besoin de deux équations linéaires. La

premiére est :

CY,+C,Y, =0 (3.97)

et la seconde est ’équation de normalité. En effectuant toutes les intégrations et toutes les

sommes, elle se réduit & une équation de la forme :

AC, +4,C, =1 (3.98)

ou 4, et A, dépendent des données du probléme.
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Cas2: U <U,

U 2
PO.0D ==+ m)2.C, (3.99)
j=1
U. &
P(0,1,1) = fZCjYU (3.100)
=1
. 2
P(N,1,0)= U—Z/-l.-U_lZCje"fNYUYZ ) (3.101)
2 j=1
P(N,1,1)=0 (3.102)

Ici C, et C, sont déterminées & partir de 4,C, + 4,C, =1 et de P(N,1,0) tandis que
A, et A, sont déterminées a partir de 1’équation de normalisation, des probabilités ci-dessus

ainsi que ’expression de f(x,c,,cx,).

Taux de production
I1 est possible de déterminer le taux de production a partir des €quations précitées plus

haut ou plus simplement & partir des équations suivantes :

Pl=Uge,(1-4,) . (3.103)

P2=U,e,(1-4) (3.104)
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ou:

e = 2 i ; 1=1,2 représente l'efficacité de M, en isolation
i+ A

P(N,1,0)+ l—ﬁ)P(N,l,l représente la probabilité de blocage, et
U P

1

A = P(0,0,1)+(1-2s

T )P(0,1,1) représente la probabilité de famine

2

Niveau moyen du stock

On distingue plusieurs cas :

= SiU=U,et p#0:

- c(l;y) [¢”Y (N =1)+1]+ N (P(N,1,0)+ P(N,1,1)) (3.105)

SiU=U, et p=0:

—(N(1+Y)) +N(P(N,L,0)+ P(N,L,1)) (3.106)
SiU#U,et p#0et p,#0:

iC, (HY )(ﬂ)[ew(ﬂf\’—l)ﬂ]+N(P(N,1,0)+P(N, L1)) (3.107)
J=l p_] pj

SiU, #U, et p,=0o0up, =0 : Onremplace le terme correspondant par

C
—5’-N2(1+Y1j)(1+Y2],) (3.108)
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2, Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les concepts de base les plus courants en terme
d’évaluation de performance des lignes de transfert. Nous avons ainsi présenté en détail 1e
modéle déterministe et le modéle continu dans le cas de machines & un mode de défaillance.
Ces modeles, qui servent a 1’évaluation de performances de lignes de transfert composées d’un
stock intermédiaire et de deux machines non fiables a un seul mode de défaillance sont a la
base de I’évaluation de lignes plus longues soit par la technique de décomposition, ou bien par
la technique d’agrégation. C’est & partir de ces modéles que (Levantesi et al, 2003) ont déﬁni'
leur modéle d’évaluation de performances de lignes de production ou les lignes ont plusieurs
modes de défaillances. Au chapitre V nous utiliserons ce dernier modéle pour 1’évaluation de
performances de lignes de transfert composées d’un stock intermédiaire et de deux machines

non fiables pouvant avoir deux modes de défaillances.

Au prochain chapitre, nous présentons la technique d’agrégation initialement introduite

dans (Terracol et David, 1987).



CHAPITRE 1V

TECHNIQUE D’AGRE(}ATION POUR DES LIGNES DE PRODUCTION SERIE
AVEC MACHINES A UN SEUL MODE DE DEFAILLANCE ET STOCKS
INTERMEDIAIRES

Dans ce chapitre, nous présentons la technique d’agrégation telle qu’initialement
définie par (Terracol et David, 1987). Cette technique permet d’évaluer les performances de
lignes de production composées de machines non fiables et de stocks intermédiaires de

capacité finie. Les machines considérées ici ne peuvent avoir qu’un seul mode de défaillance.

Comme son nom l’indique, cette technique procéde par agrégation de machines en
associant, tour a tour, é‘chaque ensemble de deux machines et un stock intermédiaire de la
ligne considérée une machine équivalente jusqu’a obtention d’une machine équivalente a la
ligne compléte. On évalue ensuite les performances de cette machine équivalente. On

remarque deux types d’agrégation :

- L’agrégation dite « amont » : dans laquelle la machine équivalente est déterminée en

parcourant la ligne de sa premiére machine jusqu’a la derniére.
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- L’agrégation dite « aval » : dans laquelle la machine équivalente est déterminée en

parcourant la ligne en sens inverse de la derni¢re machine jusqu’a la premiére.

Nous présenterons, dans un premier temps, les caractéristiques d’une machine en
isolation, puis nous définirons une machine équivalente amont et une machine équivalente
aval a un ensemble de deux machines et un stock intermédiaire. L’agrégation de lignes de
production comptant plus que deux machines consiste simplement a itérer le précédent
processus afin de définir pour chaque ensefnble de deux machines et un stock intermédiaire
de la ligne originale une machine équivalente (amont ou aval). Ainsi, de proche en proche on

obtient une machine équivalente a la ligne compléte.

1. Caractérisation d’une machine en isolation

Une machine M, est caractérisée par le triplet C, =(U,, A, 1) ou:
= U, : cadence de production

* 4 :taux de panne

® 4, :taux de réparation

Cette machine peut occuper 1’un des deux états suivants :
»  Opération (état A4') avec cadence U,

» Panne (état N') avec cadence 0
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Les transitions entre ces deux états sont markoviennes de taux A4 ef y, tel que

représenté par la figure 4.1.

& ZGJ;?:;Y: H)

M;

Figure 4.1- Etats d’une machine M,

2. Caractérisation d’une ligne de deux machines et un stock intermédiaire

Pour une ligne de deux machines et un stock intermédiaire, on définit une machine

¢équivalente M, vue de I'amont et caractérisée par C* =(U*,A",u") et une machine

équivalente M, vue de I’aval et caractérisée par C? =(U?,A%, u?).

M2

Figure 4.2- Définition des machines équivalentes amont et aval
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L’état du systéme est défini par £ =(x,a,,,) ou:
* x représente le niveau du stock intermédiaire (0 < x < N)
" o, =1 si M, est opérationnelle

" ¢, =0 si M, estenpanne

Le systéme est dit « synchrone » si U, =U, =U .
Le systéme est dit « poussé » si U, >U,

Le systéme est dit « tiré » si U, <U,

2.1. Graphe de transitions d’états du systéme synchrone
La figure ci-dessous représente toutes les transitions entre les états du systéme
synchrone. A partir de cette figure nous allons identifier les macros états qui nous permettront

de définir les paramétres des machines équivalentes. Les états représentés par les E, sont

indiqués dans le tableau suivant.
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Etats Ml M2 Stock
E, 1 1 x
E, 1 0 X
E, 0 1 x
E, 0 0 &
E, 1 1 N
E, 1 bloqué 0 N
E, 0 1 affamé 0
E, 1 1 0

Tableau 4.1- Etats du systéme synchrone

Les états E, a E, caractérisent les états internes du systéme tandis que les états E; a

E; caractérisent les états frontiéres.

Figure 4.3- Graphe de transitions d’états du systéme synchrone (Terracol et David, 1987)
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2.2. Graphe de transitions d’états du systéme poussé
La figure ci-dessous représente toutes les transitions entre les états du systéme poussé.
A partir de la figure 4.4 nous allons identifier les macros états qui nous permettrons de définir

les paramétres des machines équivalentes. Les états représentés par les E, sont indiqués dans

le tableau suivant.

Etats M1 M2 Stock
E 1 1 b
E, 1 0 x
E, 0 1 X
E, 0 0 X
E, 1 ralenti 1 N
E, 1 bloqué 0 N
E, 0 1 affamé 0

. A L T S R il R L
Es.'-.-‘ i el 2 R g’ﬁA s

Tableau 4.2- Etats du systéme poussé

Dans le tableau ci-dessus, I’état E, est grisé car impossible a atteindre. En effet, dans

le cas du systéme poussé, la machine M1 produit plus rapidement que M2 ne consomme. 1l

est donc impossible que le stock se vide alors que les deux machines sont en opération.
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Figure 4.4- Graphe de transitions d’états du systéme poussé

2.3. Graphe de transitions d’états du systéme tiré
La figure ci-dessous représente toutes les transitions entre les états du systéme tiré. A

partir de cette figure nous allons identifier les macros états qui nous permettrons de définir les

paramétres des machines équivalentes. Les états représentés par les E, sont indiqués dans le

tableau suivant.
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o ;] M2 Stock
E, 1 : i
E, 1 0 i
E, 0 : i
E, 0 0 "
E, B ll;iocllué = ! AJT |

: 0 1 affamé 0
E 1 1 ralenti 0

Tableau 4.3- Etats du systéme tiré

Dans le tableau ci-dessus, I’état E, est grisé car impossible a atteindre. En effet, dans

le cas du systéme tiré, la machine M2 consomme plus rapidement que M1 ne produit. Il est

donc impossible que le stock soit plein alors que les deux machines sont en opération.
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Figure 4.5- Graphe de transitions d’états du systéme tiré

2.4. Probabilités des états
Dans les prochaines sections, on notera par prob; la probabilité de 1’état E;. Ces

probabilités sont calculées & I’aide des modeles présentés au chapitre précédent.

3. Machine équivalente
3.1. Systéme synchrone

Vu de I’amont, le systéme est productif si M1 est productive, c'est-a-dire dans ’un des

¢tats E,E,,E; ou E,. On peut donc noter 4" =E +E, +E, +E,. On note par N* le macro

€tat ol le systéme est panne, donc N“ =E,+E, +E,+E,.
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Vu de ’aval, le systéme est productif si M2 Dest, soit 47 = E, + E, + E; + E, et donc

N} =E,+E,+E ,+E,.

Les macros états 4 et N* (respectivement A4 et N“) sont représentés sur la Figure

4.6 (respectivement 4.7). Les taux de transitions entre ces macros états vont nous permettre de
déterminer A* et 4 (respectivement A¢ et u?). Cependant, 7, (respectivement z,) ne sont
pas connus. Pour connaitre leurs valeurs, considérons I’état E, (respectivement E,) de la

Figure 4.3. On peut donc écrire :

prob,t, + prob A, = prob, i1, (4.1)

prob,t, + prob 4, = prob, i, ~ ’ (4.2)

Etant donné que 7, (respectivement 7, ) sont les seuls inconnues de ces deux équations,

on les détermine facilement :

;= probg i, — prob, A,
' prob,

(4.3)

_ prob,u, — prob 4,
prob,

(4.4)

7,

De la méme maniére, on calcule les valeurs de 7, 7,, 7, ef 7, apparaissant dans les

figures 4.4 et 4.5.
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Figure 4.6- Transitions entre les macros états 4" ef N* (systéme synchrone)

A partir de la figure ci-dessus, on déduit les valeurs de A* et u*. La probabilité du

macro état A4 est la somme des probabilités qui le composent soit

prob, + prob, + prob; + prob,. On en déduit alors le taux de transition de 4* a N* :

e prob 4, + prob, (4 +1,)+ prob; (A, + 4,)+ prob,4,

4.5)
prob, + prob, + prob; + prob,
De fagon analogue, on trouve :
= prob, i, + prob,u, + prob, i, + prob, 1, (4.6)

prob, + prob, + prob, + prob,
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Etant donné que nous sommes dans le cas du systéme synchrone, on a :

U'=U “.n
U’=U (4.8)

. \0/
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Figure 4.7- Transitions entre les macros états A7 et N (systéme synchrone)

La figure 4.7 nous permet de déduire les valeurs de A¢ et x?. En appliquant la méme

manijere que pour le cas précédent, on trouve :

prob A, + prob, (/12 + 72)+ prob. A, + prob, (Al + 22)
prob, + prob, + prob, + prob,

A= (4.9)

u = prob,p, + prob, i, + probp, + prob, 14 (4.10)
prob, + prob, + prob, + prob, :
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3.2. Systéme poussé
La Figure 4.8 (respectivement 4.9) représente les transitions entre les macros états du

systéme vu de I’amont (respectivement de 1’aval).

Figure 4.8- Transitions entre les macros états A" et N* (systéme pouss¢)

NG

Figure 4.9- Transitions entre les macros états 47 et N¥ (systéme poussé)
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Dans le cas du systéme vu de I’aval, on déduit facilement, & partir de la figure (4.9), les

parametres de la machine équivalente :

Ud — U2 (4.1 1) ‘

24— prob A, + prob, (/12 +T2)+ probA, (4.12)
prob, + prob, + prob .

1 = prob,u, + prob, i, + probyu, + prob, u, (4.13)

prob, + prob, + prob, + prob,

Pour le cas du systéme vu de I’amont, c¢’est un peu plus délicat, car ici le macro état A4*

est composé des trois états £, E, et E; mais leurs cadences de production sont différentes. En
effet, E et E, sont des états internes tels que la machine M1 produit a sa cadence U, . En
revanche, I’état E; est un état fronti¢re et M1 fonctionne au ralenti au débit U, parce que le

stock intermédiaire est plein. Ainsi, U"est une moyenne pondérée de U, et U,. Ainsi, on

obtient :

U (p;"ob1 + prob, ) + U, prob,

" (4.14)
prob, + prob, + prob,
v _ Probiy + prob, (A +1,)+ prob, (A +2,) (4.15)
prob, + prob, + prob,
i+ = PTobuph + proby + probeu, + probys (4.16)

prob, + prob, + prob, + prob,
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’

ou A, est déterminé comme ceci :

e a2
%—AXU (4.17)

1

L’explication de ce taux réduit est la suivante : la machine M1 ne peut produire plus

d’une pi¢ce par période de temps — . La durée de fonctionnement normal nécessaire a cette
2

. 1 g - A . .
production est — et la probabilité de panne pendant cette période est —. Si on considére
1 1

que M1 fonctionne au taux de production ralenti U, , la probabilité de panne durant la période

1
— estdonc ;: —L="1,
2 2 1

3.3. Systéme tiré
La Figure 4.10 (respectivement 4.11) représente les transitions entre les macros états

du systéme vu de I’amont (respectivement de 1’aval).
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Ao/

{& @ &

Figure 4.10- Transitions entre les macros états 4" et N* (systéme tiré)

A o\,

19 8@ © §
~__ . =

Figure 4.11- Transitions entre les macros états 47 er N¢ (systéme tiré)
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Les parametres de la machine équivalente amont sont déduits a partir de la figure 4.10.

On obtient alors :

U =U, (4.18)
2 prob A4, + prob, (21 + Tl) + prob, A, (4.19)

prob, + prob, + prob, e
U= prob,py + prob, u, + probgu, + prob, y, (4.20)

prob, + prob, + prob, + prob,

Dans le cas amont, la cadence de production de la machine équivalente est déterminée
de la méme maniere que la cadence de production de la machine équivalente aval dans le cas

du systéme poussé€. Ainsi, on trouve :

« _ U (prob, + prob,)+ U, prob,

U (4.21)
prob, + prob; + prob,
24— prob 4, +prob3'(/12 4—'[2)+prob8 (A +4) (422)
prob, + prob; + prob, '
= prob, i, + prob, ui, + proby i, + prob, 1, (4.23)

prob, + prob, + prob, + prob,

4. Evaluation du taux de production de la ligne
Apres agrégation de la ligne de production par une machine équivalente, on évalue le

taux de production de la ligne comme ceci :
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U«

PR =U“P(A) = (4.24)

1+—=
Heg

ou: U, A, et ju, représentent respectivement le débit, le taux de panne et le taux de

réparation de la machine équivalente.

5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la technique d’agrégation telle que définie dans
(Terracol et David, 1987). Nous avons tout d’abord caractérisé une machine en isolation avant
d’expliquer le processus de définition des machines équivalentes amont et aval pour un
' ensemble de deux machines et un stock intermédiaire et nous avons montré comment évaluer
le taux de production de ces machines équivalentes. Nous avons également expliqué que la
définition des machines équivalentes pour des lignes de production plus longues consiste

simplement a itérer le processus jusqu’a parcourir toute la ligne.

Au chapitre VI, nous allons étendre cette technique afin de pouvoir évaluer les
performances de lignes de production dont les machines peuvent avoir deux modes de
défaillances. Mais avant cela nous allons, au prochain chapitre, utiliser le modéle de
(Levantesi et al, 1999) et I’appliquer dans le cas de machines pouvant avoir deux modes de
défaillances pour 1’évaluation des performances de lignes de production série composées d’un
stock intermédiaire et de deux machines. Ce modéle s’avére nécessaire puisqu’il va constituer

la pierre angulaire pour notre méthode d’agrégation du chapitre VL.



CHAPITRE V

EVALUATION DES PERFORMANCES D’UNE LIGNE SERIE DE DEUX
MACHINES A DEUX MODES DE DEFAILLANCE ET UN STOCK
INTERMEDIAIRE

Dans ce chapitre, nous utilisons le modéle d’évaluation de performances développé par
(Levantesi et al, 1999) et nous I’appliquons au cas d’une ligne de production série composée
d’un stock intermédiaire et de deux machines pouvant avoir deux modes de défaillances. Ce
modele s’inspire des modéles présentés au chapitre III dans lesquels les machines ne peuvent
avoir qu’un seul mode de défaillance. Le flux de matiére dans ce modele est supposé continu.
Le fait de considérer distinctement les différents modes de défaillances est courant en pratique.
En effet, les machines sont composées de composants qui tombent en pannes a des fréquences
différentes les unes des autres, étant donné que leurs fiabilités sont différentes menant ainsi 4
des défaillances plus ou moins sévéres. Tel que coﬁﬁrmé dans (Levantesi et al, 2003), la
plupart des techniques existantes ne permettent pas de tenir compte explicitement de plusieurs
modes de défaillances. Ce faisant, les différents modes de défaillances sont regroupés en un
seul mode dont le taux représente la moyenne des taux de pannes des modes de défaillances

réels au moyen d’une approximation de premier ordre. Cependant, le fait de considérer
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explicitement les différents modes de défaillances permet d’identifier les diverses raisons
menant & l'interruption des opérations de la machine, ce qui permet d’estimer I’'impact de
chaque type de défaillance sur la disponibilité de la machine. L’estimation de la performance
d’une ligne en distinguant entre les différents modes de défaillances en permettra une

¢évaluation plus précise.

1. Modélisation d’une ligne de deux machines et d’un stock intermédiaire

Dans ce qui suit, nous allons appliquer le modele de (Levantesi et al, 1999) pour
I’évaluation des performances d’une ligne de production série avec deux machines non fiables
et un stock intermédiaire.

Tel que mentionné plus haut, nous considérons le flux de matiére comme continu car
cette technique permet de supporter des temps d’opération déterministes mais différents.

La ligne considérée est représentée par la figure suivante :

M1 . M2

Figure 5.1- Ligne a deux machines et un stock intermédiaire

Rappelons aussi que ce type de ligne constitue le modéle de base pour I’évaluation des
performances de lignes comptant plus que deux machines. C’est pourquoi nous allons étudier
ce modele avant d’évaluer des lignes plus longues par la technique d’agrégation que nous

présenterons au chapitre suivant.
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1.1. Hypothéeses de modélisation
Le modele repose sur les hypothéses suivantes :

» Le stock intermédiaire est de capacité finie (0 <x < N).

Le flux de matiére traversant la ligne est supposé continu.

» Le flux de matiére entre dans le systéme par la machine A1 puis transite par le stock,
ensuite il passe par M2 et finalement quitte le systéme.

= Lorsqu’une machine est en panne dans un mode donné, elle ne produit pas.

» La premiere machine n’est jamais affamée et la seconde n’est jamais bloquée.

= Les machines ont des cadences de production différentes.

A Iétat initial (i.e. # =0), les deux machines sont opérationnelles.

* Les pannes sont dépendantes de I’opération. Ainsi, une machine qui n’est pas en
opération (bloquée ou affamée) ne peut pas tomber en panne.

* Une machine ne peut pas étre dans plusieurs modes de pannes en méme temps. De

méme, une machine qui est dans un mode de panne donné ne peut tomber en panne

dans un autre mode avant d’étre réparée.

Les taux de pannes et de réparations suivent des distributions exponentielles.

1.2. Caractéristiques d’une machine en isolation
On modélise une machine par une chaine de Markov a états discrets et & temps continu.

Cette machine posséde trois états :
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= Etat F : la machine est en opération et produit a la cadence U .
= FEtat PI : la machine est en panne en mode 1. Elle ne produit donc pas.

»  Etat P2 : la machine est en panne en mode 2. Elle ne produit donc pas.

La figure ci-dessous montre les transitions d’états possibles :

A

LN a

Figure 5.2- Etats d’une machine en isolation

Lorsque la machine est a I’état F, elle peut tomber en panne en mode 1

(respectivement en mode 2) avec un taux A, (respectivement A,). Elle passe alors a ’état P1
(respectivement P2). Elle est ensuite réparée et ramenée a ’état F avec un taux gy,

(respectivement w, ).
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Pour déterminer le taux de production de cette machine, on utilise le principe de

balance de probabilité (qui n’est valable qu’en régime permanent) :

« La probabilité de quitter un état est égale a la probabilité d’y accéder »

Ceci nous permet d’écrire les équations de Chapman Kolmogorov suivantes :

(& + A,)P(F) = i P(Pl)+ i,P(P2) 5.1
#4P(Pl)= 4,P(F) (5.2)
14,P(P2)= 1,P(F) (53)

Les probabilités doivent également satisfaire I’équation de normalité suivante :

P(F)+P(P1)+P(P2) =1 (54)

La résolution du systéme d’équations (5.1) & (5.4) donne :

P(F)=— (5.5)

1+

RS
+
F |

x|~

P(P)= (5.6)

T
x>
+
R
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A

P(P2)=—1t2 (.7)
1+£‘—+£

b

Le taux de production de la machine est alors donné par :

TP:UxP(F):—U—— (5.8)

1+ﬁ1—+£
H A

1.3. Etats du systéme

L’état du systéme & un instant donné est représenté par le triplet (x,o;,a,) ou:

o x est le niveau du stock intermédiaire (0<x < N)

o« est]’état de la machine M1 (o, =F,PL,P2)

o a, est!’état de la machine M2 (a, =F,P1,P2)

Les paramétres de la machine M, sont :
o La cadence de production :U,
o Lé taux de panne en mode 1 : A4,
o Letaux de réparation du mode 1 :
o Letaux de panne en mode 2 : 4,

o Le taux de réparation du mode 2 : u,,
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1.4. Développement du modéle

a. Les équations de transitions internes

Lorsque le stock n’est ni vide ni plein (i.e. 0 <x<N), son niveau peut augmenter ou
diminuer dépendamment des états des machines adjacentes.
Sachant qu’il ne peut varier que d’une petite quantité durant un court intervalle de temps, on
peut donc étudier son comportement en utilisant une fonction de densité de probabilité

J(x, &, ,) ainsi que des équations différentielles.

La probabilité pour que les deux machines soient a ’état F avec un niveau de stock
entre x et x+ox alinstant ¢+t est donnée par f(x+(U,—-U,)dét, F,F)éx ou:
JOGF, Ft+6t)y=(1~(A,+ A, + A4, + 4,)0) f(x+(U, -U))t, F,F)+ 0t f(x+U,St, P F)

+ 0,0t f(x=USt, F, Ply+ i, 0t f(x+U,0t, P2, F)+ 1,8t f(x=U,5t,F,P2)
+0(51) (5.9)

Pour les autres probabilités, on obtient de maniére similaire :

F @, F, PLt+8t)=(1=( 4, + Ay, + 14,)80) f(x=U.St, F, P)+ 1, 8t f(x, Pl, P1)
+ 1,0t (%, P2, Pl)y+ 4,6 f(x+(U,-U)St,F,F)+0o(5f) (5.10)

F %, F, P2t +80) = (1=(A, + Ay, + 1,))88) f(x=U.5t, F, P2) + 1,6t f(x, Pl P2)
+ 11,0t £(x, P2, P2)+ 2,5t f(x+(U,—-U,)8t, F,F)+0(51) (5.11)
F G, PLF, t+8t) = (1=, + A, + A,)S0) f(x+U, 81, PLF) + 1,5t f(x,Pl, Pl)

+ 1,5t f(x, Pl P2)+ 4,6t f(x+(U,~U)8t F,F)+0(St) (5.12)

F(x P2, F,t4681) = (U= (py + Aoy +A,)S0) f(x+U,8t, P2, F) + 1,5t f(x, P2, Pl)
+ 10,8t £(x, P2, P2+ 4,8t f(x+(U,~U,)dt, F,F)+0(61) (5.13)



86

£, PLPLE+81) = (1= (s, + 1,)00) f (%, PL, P) + 4,6t f(x—~USt,F,Pl)
+ 4,0t f(x+U,3t, P1, F) +o(5¥) (5.14)

F(x, P2, P2,t+6t) = (1= (tty, + p4 )O1) f (%, P2, P2) + 4,0t f(x-U,0t,F,P2)
+ 4,0t f(x+U,dt, P2, F) +0(5t) (5.15)

F(x, PLP2,1+66) = (1~ (s, + 1,)50) £ (x, PLP2) + 4,5t f(x~U,t,F,P2)
+ 4,0t f(x+U,8t, PL,F)+0(5%) | (5.16)

S, P2, PLt+0t) = (1= (i, + t4,)01) f(x, P2, P1) + 4,8t f(x-U,0t, F,Pl)
+ 4,0t f(x+U,0t, P2, F)+o0(dt) (5.17)

Pour I’équation (5.9) (de méme que pour les autres d’ailleurs), le premier terme
représente la probabilité de transition de (x+ (U, —-U,)ot, F,F) a (x+(U, -U,)0t +6x,F,F)
a I’instant ¢ vers entre (x,F,F) et (x+Jx,F,F) al’instant ¢+t . Ceci est dii au fait que s’il
n’y a pas de panne entre ¢ et ¢+t et que le niveau du stock tampon est entre x et x+Jx a
Pinstant ¢+¢6r alors il ne pouvait qu’étre entre x+(U,—-U,)d0t et x+(U,-U,)ot+x a

I’instant #. En négligeant les termes d’ordre 2, la probabilité pour qu’il n’y ait pas de panne

entre les instants ¢ et 1+ ¢ est alors :

(A=A + 4,00 = (A, + 4,)80) = (1= (A, + Ay + A, +4,)00) (5.18)

De maniére similaire on trouve les probabilités de ftransitions des états
(x=-Uot,F,Pl), (x-Udt,F,P2), (x+U,t,PLF) et (x+U,0t,P2,F) vers Détat

(x,F,F).
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Aprés avoir linéarisé I’équation et en faisant tendre &t vers zéro, ’équation (5.9)

devient (Levantesi et al, 1999) :

@EF) _ gy gy FF)
Ot Ox

+ 6 F P+, f(%, P2, F) + g, f (%, F, P2) (5-19)

—(A A+ A AL F F) 4+, f(x, P1LF)

of

En régime permanent, rvie 0.Onadonc:

W, U LELE G b hy 4 2y 1) P FLF) + 1, f 3 PLF)

+p, f (6, F PO+ iy, (%, P2, F) + p,, f (%, F,P2)=0 (5.20)

De la méme fagon, les huit autres équations de transitions internes sont :

g LELPY G A ) F e F P+, f(x, P1LPY)

Ox
4ty f (xs P2, P) + A, f (3, F, F) = 0 (5.21)
0, LELLD 2+ ) [ F PO+ 1, f (5, PLPD)

29
41, f(x, P2, P2) + A, f (%, F, F) =0 (5.22)

of (x,PLLF
v, ZsPLE)

o [ (X, PLP2)+ A, f (X, F,F)=0 (5.23)

_(/'111+/112+A?z)f(xaPLF)+/"12f(st13P1)

of (x, P2, F)
v ox

+ 41, £(, P2, P2) + Ay f (%, F, F) =0 (5.24)

— () + Ay + 2) (%, P2, F) + g1y, f (%, P2, P1)

~(tty + 143) 2, PLPL) + 2y f (6, F, Py + Ay, £ (x, PLF) =0 (5.25)
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~(tyy + 1) £ (%, P2, P2) + 2o f (3, F, P2) + Ay f (x, P2, F) =0 (5.26)
_(/'Lll +/122)f(x,P1,P2)+/711f(x,F,P2)+/?22f(x,P]l,F) = O (5'27)
(g, + 14,) f(x, P2, P+ A, f(x, F,P))+ A, f(x, P2, F) =0 (5.28)

b. Les équations de transitions frontiéres

Les états frontiéres sont ceux pour lesquels le stock tampon est soit vide (x =0) soit
plein (x = N') et ce, quelque soit I’état des deux machines (¢, = F, P1, P2 pour i=12).

On distingue trois cas: U, =U,; U, >U,; U, <U, du fait qu’on doit considérer le
ralentissement d’une machine par ’autre. Pour chaque cas on a un ensemble spécifique
d>équations de transitions.

b.1.Cason U =U,

Les équations de transitions frontiéres pour le cas synchrone sont :

—(4y, + ;) P(0, PL, P) + 4, P(0, F, P) = 0 (5.29)
—(4y, + f4,,) P(0, P1, P2) + A, P(0, F, P2) =0 (5.30)
—~(ty + 1,)P(0, P2, P) + A, P(0, F, P) = 0 (5.31)
~(tyy + 4,)P(0, P2, P2) + A, P(0,F,P2)=0 (5.32)
P(0,F,P1)=0 ' (5.33)
P(0,F,P2)=0 (5.34)

— 11, P(0, P\, F) + 14, P(0, P, P1) + 11,,P(0, P1, P2) + 4,P(0, F,F) + U, f(0,PLF) =0  (5.35)
— 41y P(0, P2, F)+ 11,,P(0, P2, P1) + 11, P(0, P2, P2) + /4, P(0, F, F)+ U, (0, P2, F) =0 (5.36)
(A + Ay + Ay + Ay )P0, F, F) + 14, P(0, PL, F) + 4, P(0, P2, F) = 0 (5.37)
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U,f(0, F,P1) = 1, P(0, P, P1)+ p, P(0, P2, P1) + A,,P(0, F, F) (5.38)
U,f(0,F, P2) = 1, P(0, P1, P2) + 11, P(0, P2, P2) + A,,P(0, F, F) (5.39)

~(#4y, + #,,)P(N, P1, P1)+ A,P(N,P1,F) =0 (5.40)
—(py, + 14,,)P(N, P1, P2) + AZZP(N, PLF)=0 (5.41)
~(fyy + 1) P(N, P2, P1) + A,P(N,P2,F) =0 (5.42)
(5, + ) P(N, P2,P2) + A,,P(N, P2, F) =0 (5.43)
P(N,P1,F)=0 (5.44)
P(N,P2,F)=0 , (5.45)

—1,P(N, F, P)+ 1, P(N, P1, P1) + 41, P(N, P2, P1) + A,P(N,F,F)+ U, f(N,F,Pl) =0 (5.46)
—14,, P(N, F, P2) + 1, P(N, P, P2) + 1, P(N, P2, P2) + A,,P(N,F,F)+U,f(N,F,P2) = 0 (5.47)

~(Ayy + Ay + Ay + Ay )P(N, F, F)+ 11, P(N, F, P1)+ 11, P(N, F, P2) =0 (5.48)
U,f(N,P1,F)= p,P(N,Pl,Pl)+ 1, P(N,P1,P2) + A, P(N,F,F) (5.49)
U,f(N,P2,F) = pu,P(N, P2, Pl)+ r,,P(N, P2, P2) + A, P(N, F, F) (5.50)

b.2. Cas o U, < U,

Les équations de transitions frontiéres pour le cas tiré sont :

~(44y, + 4,,)P(0, P1, P1) + A, P(0, F, P1) =0 (5.51)
—(pty, + f1,,) P(0, P1, P2) + A, P(0, F, P2) = 0 (5.52)
~(t4y, + 14,,) P(0, P2, P1) + A, P(0, F, P1) = 0 (5.53)
~(fay, + 11,) P(0, P2, P2) + A, P(0, F, P2) =0 (5.54)
P(0,F,P1)=0 (5.55)

P(0,F,P2)=0 » (5.56)
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—14,P(0, P\, F) + 14, P(0, P, P1) + 11, P(0, P1, P2) + A, P(0, F, F) + U, (0, PLF) = 0 (5.57)
— 11, P(0, P2, F) + 11,,P(0, P2, P1) + 11,,P(0, P2, P2) + A, P(0, F, F) + U, f(0,P2,F) =0 (5.58)

oy + Ao + 2L By 4 20))P(O, F\ F) + sy P(O, PL F) 4 113, P(0, P2, F)

U,
+(U,-U)f(0,F,F)=0 (5.59)
U,f(0,F, Pl) = 1, P(0, PL, P1) + 11, P(0, P2, Py + 0 Y2) 3 po, F, 1) (5.60)
2
min(U,,U,)
U,f(0,F,P2) = 1, P(0, P1, P2) + 11, P(0, P2, P2) + 2212 22) 3 p(0, F, F) (5.61)
2
~(t4y + 1) PN, PL, P1) + 4, PN, PL, F) = 0 (5.62)
~(tty, + ) P(N, P1, P2) + A, P(N, P1, F) =0 (5.63)
~(tty + 41, )P(N, P2, P1)+ A,P(N, P2,F) = 0 (5.64)
~(ttyy + 11,,)P(N, P2, P2) + A,P(N, P2, F) =0 (5.65)
P(N,P1,F)=0 | (5.66)
P(N,P2,F)=0 (5.67)

~pty, P(N, F, P1)+ 1, P(N, P1, Pl)+ u1, P(N, P2, Pl) + A,P(N,F,F)+U,f(N,F,Pl)=0 (5.68)
~ 3, P(N, F, P2) + 1, P(N, P1, P2) + 11, P(N, P2, P2) + A,,P(N,F,F)+U,f(N,F,P2) =0 (5.69)

P(N,F,F)=0 (5.70)

Uuf (N.PLF) = iy POV, PLPY) + POV, PLP2)+ B2 5 py, e,y (5.71)
1 .

U,f(N,P2,F) = p,P(N, P2, Pl)+ i, P(N, P2, P2) + 9@ 4,P(N,F,F) (5.72)

1

U, -U,) f(N,F,F) = p,P(N,F,Pl)+ s1,P(N, F, P2) (5.73)
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b.3.Casou U, >U,

Les équations de transitions frontiéres pour le cas poussé sont :

—(at,, + p4,)P(0, P1, P1) + 4, P(0, F, P1) = 0 - (5.74)
—(f4, + 1) P(0, P1, P2) + A, P(0,F,P2) = 0 (5.75)
~(fdy, + 14,)P(0, P2, P1) + A, P(0, F, P1) =0 (5.76)
~(tty, + 11,) P(0, P2, P2) + A, P(0, F, P2) = 0 (5.77)
P(0,F,Pl)=0 (5.78)
P(0,F,P2)=0 (5.79)

~44,P(0, P1, F) + 11, P(0, P1, P1) + 11, P(0, P1, P2) + A, P(0, F, F) + U, f(0,P1,F) =0  (5.80)
~44,,P(0, P2, F) + 11, P(0, P2, P1) + 11, P(0, P2, P2) + A, P(0, F, F)+ U, (0, P2, F) =0 (5.81)

P(0,F,F)=0 (5.82)
U,fO.F,Pl) = 4, PO.PLPD + PO, P2, P1) + P02 3 o, ., (5.83)
2
U,f(0,F,P2) = 1, P(0, P1, P2) + 11, P(0, P2, P2) + an(ng-zlAﬂP(o, F,F) (5.84)
2
U, —U,) f(0,F,F) = 1,,P(0, P1, F) + 1, P(0, P2, F) (5.85)
—(4, + ) )P(N, PL,P1)+ A,P(N,P1,F)=0 (5.86)
(44, + p)P(N, P1,P2)+ 4,,P(N,PL,F)=0 (5.87)
—(fy + p,)P(N, P2, Py + 2, P(N, P2, F) =0 (5.88)
—(#y, + 1, )P(N, P2, P2) + 2,,P(N,P2,F) =0 (5.89)

P(N,PL,F)=0 (5.90)
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P(N,P2,F)=0 (5.91)
~11,P(N, F, P+ g1, P(N, P1, P1)+ y1, P(N, P2, P} + A,P(N,F, F)+ U f(N,F,P1) =0 (5.92)
—10,,P(N, F, P2) + g1, P(N, P1, P2) + 1, P(N, P2, P2) + A,,P(N,F,F)+U,f(N,F,P2) =0 (5.93)

—(%—(ﬂ“ 4 A+ Aoy + Ag) PN, Fu F) + 11y, P(N, F, P) + 1, PN, F, P2)

+(U,-U,)f(N,F,F)=0 (5.94)
min(U,,U,)
U,f(N,Pl,F)=u,P(N,Pl,P1)+ u,,P(N, P1, P2) + ———=2 4, |P(N, F,F) (5.95)
1
min(U,,U,)
U,f(N,P2,F)=u,P(N,P2,P1)+ p,,P(N,P2,P2)+ ——L—2~ 1 P(N,F,F) (5.96)

1

¢. L’équation de normalité
L’ensemble des densités de probabilités ainsi que les masses de probabilités doivent

¢galement satisfaire 1’équation de normalité suivante (Levantesi et al, 1999) :

> > [ f(x,a,,0,)dx+ P(0,c, a,)+ P(N, al,az)} =1 (5.97)

oy=F,P1,P2 ay=F,P1,P2

1.5. Mesures de performances.
Les mesures de performances peuvent étre trouvées aprés calcul des densités et des

masses de probabilités.

Le niveau de stock moyen peut alors étre déterminé & partir de I’équation suivante :

x= > Y [Ixxf()g,al,az)dx—{—NxP(N,al,az)} (5.98)

@ =F,P1,P2 a,=F,P1,P2| 3



93

L’efficacité de la machine M1 peut étre mesurée a l’aide de 1’équation

suivante (Levantesi et al, 1999) :

E, = probla, =Fet x‘<N]+—[[—§—2—prob[al=cz2 =Fet x=N]|

1

= 2 ﬁff(x,F,az)dx+P(0,F,F):|+%P(N,F,F) (5.99)

a=F,P1LLP2| ¢ 1

ou le second terme est nul lorsque U, > U, .

Ceci est dit au fait que pour le modéle continu, si U, > U, alors le stock peut étre plein

et les deux machines peuvent étre en opération mais dans ce cas M1 sera ralentic par M2.

C’est pourquoi on inclut dans I’expression de I’efficacité de M1 le terme P(N,F,F) avec un

U
facteur correcteur —=,
1

Le taux de production de la machine M1 est alors donné par :

o,=F,P1,P2 0

N
PR=UE= Y Ul[ j F(x,F,a)dx+P(0, F, F)]+U2P(N, F,F) (5.100)

De méme, I’efficacité de la machine M2 est donnée par 1’équation suivante :

E, = prob[a, = Fet x>0]+%—prob[o¢1 =a,=Fet x=0]
2

> [jf(x,al,F)dHP(N,F,F)}r%P(O,F,F) (5.101)

a=F.P1LP2| 2

ou le second terme est nul lorsque U, > U, .
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De méme, lorsque U, > U, le stock peut étre vide et les deux machines peuvent €tre en

opération mais dans ce cas ¢’est M2 qui sera ralentie par M1. C’est pourquoi on inclut dans

. . U,
I’expression de Iefficacité de M2 le terme P(0,F, F) avec un facteur correcteur —-.
2

Le taux de production de la machine Af2 est donné par :

@,=F,P1,P2

PR, =U,E,= Y U, ﬁ f(x,a,, F)dx+P(N,F, F)}Ulp(o, F,F) (5.102)

2. Résolution du modéle

2.1. Solution des équations de transitions internes

Etant donné que les transitions d’états suivent des distributions exponentielles, on peut
donc utiliser une forme exponentielle pour la résolution des équations internes et ainsi trouver

les densités de probabilités. Pour cela, nous allons poser (Levantesi et al, 1999) :

f(x, a,a,) =Ce™G ()G, () (5.103)
ou G,(«,) peut prendre I'une des valeurs suivantes :

* lsig=F

" G(PDsiq =Pl

» G(P2)siq,=P2

Notons que cette forme a été¢ employée avec succés. dans (Gershwin, 1994) dans le cas

d’une ligne a deux machines non fiables & un mode de panne avec un flux de matiére continu.



95

En substituant (5.103) dans les équations internes et en effectuant quelques manipulations,

on obtient :

A
Gy (GZ(PD g )

TR S S
G.(P2) M [GZ(PZ) H ”j

szpJ’(a‘?}anﬂ}(GxPz)%—a2>+<Gz<P1>wn—az>=0

N - =) =
U, p+(GI(P2) #21)+(G2(P2) For %z)+(?z(”1) o =) =0

—U,xp““(Gj(?l)“#lzj“L(Gl(Pl)w‘%1)+(G1(P2)Xﬂzl ~7)=0

—Ul Xp+(Gzﬂ('l}2)2) —#22)+(G1(P1)Xﬂ11 —A“)—l—(G](P2)><,u21 _%1):0

(U, =U)x p+[ (G (P)x pyy = A0, )+ (G(P2)% payy — Ay )|

+[(GZ(P2)X/‘22 —/172)+(G2(P1)><r12 _pIZ):] =0

(5.104)

(5.105)

(5.106)

(5.107)

(5.108)

(5.109)

(5.110)

On constate que (5.104) et (5.105) sont en combinaison linéaire de (5.106) a (5.110).

Ainsi, le systeme formé des équations (5.106) & (5.110) constitue un systéme de 5 équations a

5 inconnues qui sont p, G,(P1), G,(P2), G,(P1) et G,(P2). A partir des équations (5.104) et

(5.105), on peut écrire :
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. VU B PR o 111
G(P LGZ(PI) ””) K GA1D
- N SR I 5.112
G.(P2) (GZ(P2) # ”) K ©-112)

ol K ne dépend ni de M1 nide M2,

Ainsi, & partir de (5.111),ona:

GI(P1)=—KX1—‘ : GZ(P1)=—2“——— (5.113)
+ by ' M, —

et & partir de (5.112),on a:

G,(P2) :KL s Gy(PY)= —ﬂﬂ—K G114

Hay Hay

En dérivant p & partir des équations (5.106) a (5.109) et aprés certaines manipulations,

on obtient un polyndme de degré 5 en K :

leK[1+( A )+( 2o )}:szK[H( A j+( et ﬂ (5.115)
/‘12_K ﬂzz_K /111+K /‘21+K

Si I’on désigne par K, (m=1,...,5) la m° racine de ce polyndme, on peut trouver les

valeurs de G, (Pl), G, (P2), G,,(P1), G,,(P2)et p, en réécrivant (5.112), (5.113) et

(5.114) comme ceci :

G, (Ph=—Tu_ ;. G, (Pl)= ]“K (5.116)

m 11 /‘12 m
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Gn(P)=—220— G, (P)=—T2__ (5.117)
K, + 1, My =K, _
p,,:‘K"' 1+( Ay ]+( s ) (5.118)
Uz His "'Km Hayp _Km

Etant donné que 1’on peut trouver plusieurs valeurs pour les inconnues, on peut donc €crire :

f(x,G,(,),G,(a,) = zslcmeﬂm*qm ()G, (@) i=12j=12 (5.119)

m=1

L’étape suivante consiste & déterminer s’il est possible de trouver les valeurs des

constantes C, de sorte que les équations frontiéres soient également satisfaites.

2.2, Solution des équations de transitions frontiéres
Les hypothéses de notre modéle impliquent que certains états frontiéres sont

transitoires et ce faisant, ont des probabilités nulles :

P(0, F, P1) = P(0, F, P2) = P(0, P1, P1) = P(0, P1, P2) = P(0, P2, P1) = P(0, P2, P2) = 0
P(N,Pl,F)=P(N,P2,F)=P(N, Pl,Pl) = P(N, Pl, P2) = P(N, P2, P) = P(N, P2, P2) =0

En ce qui concerne les états frontiéres non transitoires, on distingue trois cas

dépendamment des cadences des machines.
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a.Casou U >U,

a.1. Probabilités des états non transitoires
De (5.82),ona: P(O,F,F)=0

En introduisant les probabilités nulles dans les €quations (5.80) et (5.81), on obtient :

5
P(O,Pl,F)=£f(O,P1,F)=£ZCMGIM(P1) : (5.120)
' 11 Hiy m=1
U, U, <
P(O,PZ,F)=—f(0,P2,F)Z—ZCMGIM(PZ) (5.121)
/u21 /u21 m==]

De (5.95) et (5.96), 0on a:

P(N,F,F)= % F(N,PLF)= % i C e*VG, (P1) (5.122)

1 1 m=1

P(N,F,F)= % f(N,P2,F)= ﬂi C,e™"G,, (P2) (5.123)

1 1 m=1

Enfin, en remplagant (5.122) dans (5.92) et en introduisant les probabilités nulles, on obtient :

P(N,F,Pl)=-gl—|:%f(N,Pl,F)+f(N,F,P1)J
Hp | M

- ﬂi C ernN [% G, (P)+ GZ,,,(PI)] (5.124)
Hip m=1 1
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De maniére similaire, en remplagant (5.123) dans (5.93) et en introduisant les

probabilités nulles, on obtient :

P(N,F,P2)= ﬂ[% F(N,P2,F)+ f(N,F, Pz)]
ﬂlZ 1

= ELZSZ Ce™" [% G, (P2)+ sz(P2)] (5.125)
luzz m=1 1

Ainsi, nous venons d’exprimer les probabilités des états fronti¢res non transitoires en
fonction des paramétres de M1 et M2, des solutions des équations internes ainsi que des

constantes C,, qui sont les seules inconnues a évaluer.

a.2. Evaluation des constantes C,
Etant donné que P(0,F,F)=0, les équations (5.83) et (5.84) impliquent que

f(O,F,Pl)= f(0,F,P2)=0 et donc que :

5
> C,G,,(P1)=0 (5.126)
m=1

5
> C,G,,(P2)=0 (5.127)
m=1

En substituant ensuite (5.122), (5.124) et (5.126) dans (5.94) et en simplifiant tout ce
qui peut I’&tre, on arrive 4 :

5

S, e [UI x(1+G,, (P1)+G,,(P2))-U, x(l+%%@Glm (Pl)ﬂ =0 (5.128)
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De méme, en substituant (5.123), (5.125) et (5.127) dans (5.94) et en simplifiant tout
ce qui peut I’étre, on arrive a :

5

C,e™" (Ul x(1+G,, (P +G,, (P2))~U, x (1 + %A‘:JGM (PZ)H =0 (5.129)

m=1

Ainsi, les équations (5.126) a (5.129) ainsi que I’équation de normalité représentent un

systéme linéaire de 5 équations & 5 inconnues qui sont les C, a trouver.

b. Cas ou U, <U,

b.1. Probabilités des états non transitoires

De (5.60) et (5.61),0ona:

P(0,F,F)= % F(0,F,Pl)= -U—Z[zsj C G, (Pl)} ‘ (5.130)
U U, [<
P(0,F,F) = f F(0,F,P2) = —A[z C.G, (Pz)} (5.131)

2 2
De (5.57) et (5.58), ona:

PO, P1, )y =2 p0, 7, F)+ 22 £ (0, P1,F)

11 11

B 5 5
U QZCMGZM(M) +> CmGlm(Pl)] (5.132)
Hu | M2 m=t m=1
B 5 5
Hii | g m=i m=1
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P(0,P2,F) = ﬁp(o, PR+ Y2 £0, P2, F)

/u21 21
5 5
= ﬂ[ﬁz C,G,,(PY+Y.C,G,, (Pz)} (5.134)
21 2 m=1 m=1
5 5
= ﬂ[@ C,G,,(P2)+Y.C,G,,(P2) (5.135)
Hoy | Ay et m=1

De (5.70),0n a:

P(N,F,F)=0 (5.136)

De (5.68) et (5.69),0on a :

5
P(N,F,Pl)= L f(N,F,Pl)= ;U—IZ C e”"G, (P1) (5.137)
12 Hiz m=1
Ul U] > PmN -
P(N,F,P2)=—L f(N,F,P2)=—L> C,e""G,,(P2) (5.138)
2 ' Moy m=1

Nous venons ainsi d’exprimer les probabilités des états frontiéres non transitoires en
fonction des paramétres de M1 et M2, des solutions des équations internes ainsi que des

constantes C,, qui sont les seules inconnues a évaluer.

b.2. Evaluation des constantes C,
Etant donné que P(N,F,F)=0, les équations (5.71) et (5.72) impliquent que

J(N,PLF)=f(N,P2,F)=0 etdonc que:
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5
> C,e™"G,, (P1)=0 (5.139)
m=1

5
> C,e™ G, (P2)=0 (5.140)
m=1

En substituant (5.130), (5.132) et (5.134) dans (5.59) et en simplifiant ce qui peut

I’étre, on arrive a :

(P1)+G,,(P2)]=0 (5.141)

1m

U, (—ﬁiﬁzljcmc;zm (P1)+ UZZS: c,[G

2 m=1
De méme, en substituant (5.131), (5.133) et (5.135) dans (5.59) et en simplifiant ce qui
peut I’étre, on arrive a :

U, @2%2_)2530,"@,"@2) + UZZS: c,[G,

2

(P)+G,,(P2)]=0 (5.142)

m
m=1

Ainsi, les équations (5.139) a (5.142) ainsi que 1’équation de normalité représentent un

systeme linéaire de 5 équations a 5 inconnues qui sont les C,, a trouver.

c.Casou U, =U,
‘ c.1. Probabilités des états non transitoires

De (5.38) et (5.39),0ona:

P(0,F,F) = % £(0,PL,F)= %zsj C.G, (P1) (5.143)
U . U, <
P(0,F,F)= ZL f(0,P2,F)=2L3C, G, (P2) (5.144)



De (5.35) et (5.36),ona:

P(0, P, Fy = 2L p(o, 7, 7Y+ 22 £(0, P, F)

Hn 1

_UlAisc g naSce Pl}
7 +22CuGan )% wGin(P1)

U %_ic G,, (P2) +ZC Glm(Pl)]
Hi L 2 m=l m=1

P(0, P2, F) =22 p0, 7, )+ 22 £(0,P2,F)

21 Hy
5
_ U A zc (P +ZCmGlm(P2)]
Ho | Ay o =l
U A ZC G, (P2) +Z 1m(Pz)]
Ha ﬂzz m=l

De (5.49) et (5.50), on a :

1 m=1

P(N,F,F):—%— F(N,PLF) = ZC G, (Pl)

5
P(N,F,F)= % F(N, P2, F)= EJLZCme"mNGm (P2)

1 1 m=1
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(5.145)

(5.146)

(5.147)

(5.148)

(5.149)

(5.150)



De (5.46) et (5.47),0n a :

P(N,F,Pl)= —1—[/112P(N, F,F)+U,f(N,F,P1)]
M

2

5
[’1“ > C,e" G, (PY+Y.C, e G,, (Pl)}
/"12

l m=1 m=1

#u[jz m_lc eV G, (P2)+MZ;C NG, (Pl)}

P(N,F,P2)=— [, P(N, F,F)+U,f(N,F,P2)]

22

— s 5
- — —2-2—2- Z CmepMNGlm (Pl) +Z CmePMNGZm (Pz)}

:u22 L 711 m=1 m=1

M /121 m=1 m=1

5
Y S C,e""G, (P2)+ZCme""NG2m(P2)]
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(5.151)

(5.152)

(5.153)

(5.154)

Nous venons ainsi d’exprimer les probabilités des états frontieres non transitoires en

fonction des paramétres de M1 et M2, des solutions des €équations internes ainsi que des

constantes C,, qui sont les seules inconnues a évaluer.

c.2. Evaluation des constantes C,

En substituant (5.143), (5.145) et (5.147) dans (5.37) et en simplifiant ce qui peut

I’&tre, on trouve :

_(Azzﬂn)ic 2m(p1)+zc[ n(PD+G,, (P2)]=0

(5.155)
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En substituant (5.144), (5.146) et (5.148) dans (5.37) et en simplifiant ce qui peut

I’étre, on trouve :

A th) S : _ .
Z > C,G,,(P)+>.C,[G,,(PD)+G,,(P2)]=0 (5.156)
2 m=1 m=1
En substituant (5.149), (5.151) et (5.153) dans (5.48) et en simplifiant ce qui peut

I’étre, on trouve :

5 5
Gt A) > C,e" G, (P1) +}:c,,,ef’mN [G,
m=1

) (P1)+G,, (P2)]=0 (5.157)

En substituant (5.150), (5.152) et (5.154) dans (5.48) et en simplifiant ce qui peut

I’étre, on trouve :

AR S o oG () +S

Z C.e" G, (PD+G,, (P2)]=0 (5.158)

Ainsi, les équations (5.155) a (5.158) ainsi que I’équation de normalité représentent un

t
systéme linéaire de 5 équations & 5 inconnues qui sont les C,, a trouver.

3. Evaluation des performances
3.1. Efficacités et Taux de production

Dans I’expression de ’efficacité et du taux de production de M1, on a le terme :
N

Y S Fa)a

o, =F.P1P2

que I’on peut réécrire comme ceci :
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N s

Y [faFays= Y [3Ce7G,, @)

e, =F,PLLP2 ¢ ay=F,P1,P2 ¢ m=1
PN _1)

:i(_""——;l_)- Z G2m(a2)=i(i—‘—

m=1 Pm @, =F,P1,P2 m=1 '

(G, (P1)+G,, (P2)+1)

) (Gom(PD+G,,, (P2)+1)+ P(0, F, F)} + %—Z-P(N, F.F) (5.159)

1

m=1 pm

C —
—e———l)(sz(m) +G,,(P2)+1)+P(0,F, F)} +U,P(N,F,F) (5.160)

De maniére similaire, dans 1’expression de I’efficacité et du taux de production de

M?2,o0naleterme:

> [floa,Fyix

«=F,PLP27

que I’on peut réécrire comme ceci :

> [feFyx= Y IiCmep"xGlm(al)dx

a;=F,P1L,P2 ¢ a=F,P1,P2 o m=1

:\2(_'"__"2 3 G,m(al)=i£"—e-pm———1—)(Glm(Pl)+Glm(P2)+l)

m=1 Pom o,=F,P1,P2 m
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Ainsi :
5 (CmerN_l) ' U
E,=| Y ~——(G,,(Ph)+G,,(P2)+1)+ P(N,F,F) +U—‘P(0,F,F) (5.161)
m=1 P,,, 2
5 (Cme"”N—— )
PR, =U,E, =U, z (Glm(Pl)+G1m(P2)+1)+P(N,F,F) +UP(0,F,F) (5.162)

3.2. Niveau moyen du stock

Dans I’expression du niveau de stock moyen, on a le terme :

z z Ixxf(x,al,az)dx

a=F,PL,P2 ay=F P1,P2

que I’on réécrit comme ceci :

> Ij/xx fxapa)d= > > T[xiCme"""Glm(al)Gz,n(az)]dx

a=F,P1,P2a,=F P1,P2 Y, =F,PLP2ay=F PLP2 o L m=l

5 N
{Cm (G (PD +G,, (P2) +1)(G,,, (P + G, (P2) + 1) I xe"”"dx}
m=1 0
En utilisant I’intégration par parties : J' fixg=fxg -I fxg'

Onpose: f'=exet g=x

On a ainsi :

X X Yo 1
J.xe"'"‘dx = [—e"'"’:, —J.— e dx
0 pm 0 0 prn
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Ainsi, I’expression du niveau de stock moyen devient :

-3

5
m=1

\:Cm (Glm (PH+G, (P + 1)(sz PH+G,, (P2)+ 1)(%— e’ — %—2:—1)]

N YOS PWLaay) (5.163)

=F,P1,P2a,=F,P1,P2

3.3. Equation de normalité

L’équation de normalité est la suivante :

>, >, ﬁf(x,al,az)dwp(o,al,az)+P(N,al,a2)]=1

a=F,P1,P2a,=F PLP2| g

5
Sachant que (Levantesi et al, 1999) 1 f(x,a,,0,) = ZCme"M"Glm(al)GZM (o)
m=1

N 5 C
Donc : J.f(x, o, 0,)dx = Zp—'"(ep”'N —1)G1,,,(a1)sz(az)
0 m=1

m

Ainsi, I’équation de normalité peut tre réécrite comme suit :
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s C enN

ZM(GIM(PWGIM(M)+1)(G2m(P1)+G2m(P2)+1)

m=1 ,0,,,

+ 2 D [POa,0)+P(N,o0)]=1 (5.164)

a=F,P1,P2 ay=F ,P1,P2

Nous disposons maintenant de tous les éléments nécessaires a la résolution de notre
modele. Nous présentons dans la section suivante ’algorithme suivant lequel on résout le

modéle.

4. Algorithme

L’idée ici est d’utiliser les équations de résolutions présentées plus haut afin de trouver

les probabilités de chacun des états de notre modéle.

4

Etape 1

Entrer les paramétres du systéme, a savoir :

= La capacité du stock intermédiaire : N

® Les taux de pannes et de réparation de chaque machine : A, 14,4, 14,

Az Hizs Aoy s Moy

® Les cadences de production de chaque machine : U, et U,

Etage 2

Trouver la solution des équations internes.



Etape 2.1 Déterminer les K, A partir des expressions suivantes :

K, =0

On détermine K, K, K, et K en résolvant 'équation :

(U1 - Uz) [(,un - K)(/lzz - K)(ll‘tll + K)(/ln + K)] + U1/212 [(ﬂzz - K)(/lu + K)(/‘z] + K)] +

UiAy, [(F‘\z = K)(t4, + Ky, +K)]_U2’111 [(,LI12 = K) (= K )14y, +K)]

—U,4,, [(/112 = K)(phy = K) (4, + K)] =0

Etape 2.2 Déterminer p, 2 partir de ’équation (5.117).
Etape 2.3 Déterminer les G, (a,) de la maniére suivante :
Pourm=1a5
e Déterminer G,,,(P1) et G, (P1) a partir de I’équation (5.1 15).7
e Déterminer G, (P2) et G,, (P2) a partir de I’équation (5.116).
. .
Poser: G,,(F)=G,,(F)=1

.

Erape 3

Trouver les solutions des états frontiéres

’

Etape 3.1 On pose :

P(0, F, P1) = P(0, F, P2) = P(0, P1, P1) = P(0, P1, P2) = P(0, P2, P1) = P(0, P2, P2) = 0

110

P(N, P1,F)=P(N, P2,F)=P(N,Pl,Pl) = P(N, P1, P2) = P(N, P2, P) = P(N, P2, P2) =0
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Etage 3.2

Si U, >U, alors

Début
e Onpose: P(O,F,F)=0
¢ On détermine les constantes C,, & partir des équations (5.125), (5.126),
(5.127), (5.128) et (5.163).
e On détermine les probabilités non transitoires a paftir des équations (5.119)
a(5.124).
Fin

Sinon
© Si U, <U, alors

Deébut -

¢ Onpose: P(N,F,F)=0
e On détermine les constantes C, a partir des équations (5.139),

(5.140), (5.141), (5.142) et (5.164).

¢ On détermine les probabilités non transitoires a partir des équations

(5.130) a (5.138).

Fin -
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Sinon (cas ou U, =U,)
Début
e On détermine les constantes C, & partir des équations (5.155),
(5.156), (5.157), (5.158) et (5.164).
e On détermine les probabilités non transitoires a partir des €quations
(5.143) a (5.154).
Fin
Fsi
Fsi
Etape 4

Evaluer les performances du systéme a partir des équations (5.159), (5.160), (5.161), (5.162)

et (5.163).

5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode de (Levantesi et al, 1999) pour
I’évaluation des performances de lignes de production série avec un stock intermédiaire et
deux machines pouvant avoir deux modes de défaillances. Le développement de cette méthode
a été¢ motivé par le fait que considérer explicitement les différents modes de défaillances des
machines de la ligne permet d’obtenir une évaluation de performances plus précise que le fait

de les grouper en un seul mode.
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Cette méthode sera utilisée au prochain chapitre pour étendre la technique d’agrégation
initialement proposée par (Terracol et David, 1987), afin de tenir compte du fait que les

machines peuvent avoir deux modes de défaillances.



CHAPITRE VI

TECHNIQUE D’AGREQATION POUR DES LIGNES DE PRODUCTION SERIE
AVEC MACHINES A DEUX MODES DE DEFAILLANCES ET STOCKS
INTERMEDIAIRES

La technique d’agrégation développée par (Terracol et David, 1987) permet d’évaluer
les performances de lignes de production comptant plus que deux machines. Cette technique
ne considére que des machines ayant un seul mode de défaillance. Le fait de considérer
explicitement les différents modes de défaillances de la ligne permet une évaluation plus
précise de ses performances. Nous allons donc dans ce chapitre utiliser la méthode développée
au chapitre précédent (permettant d’évaluer les performances d’une ligne avec un stock et
deux machines pouvant avoir deux modes d<e défaillances) pour étendre la technique

d’agrégation initiale afin de tenir compte de ces deux modes de défaillances.

1. Agrégation de lignes comptant plus que deux machines
Rappelons que I’agrégation consiste & remplacer chaque ensemble de deux machines et
un stock intermédiaire par une machine équivalente et ainsi, de proche en proche, on obtient

une machine équivalente a la ligne entiére. Il y a deux types d’agrégation selon que 1’on
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parcourt la ligne de la premiére machine jusqu’a la derniére ou inversement. On parlera ainsi

respectivement d’agrégation amont ou aval.

Dans ce qui suit, nous allons tout d’abord présenter les caractéristiques d’une machine
en isolation, puis nous montrerons comment définir les machines équivalentes amont et aval
dans le cas d’une ligne & deux machines sujettes a deux modes de défaillances et un stock
intermédiaire. Nous montrerons ensuite comment définir ces mémes machines équivalentes

dans le cas de lignes plus longues. Enfin, nous présenterons les algorithmes associés.

1.1. Caractérisation d’une machine
Une machine M, est caractérisée par C, = (U, A, th;» Ay, 15;) OO
» U, : cadence de production
= J, :taux de panne en mode 1
= 4, :taux de réparation en mode 1
= ], :taux de panne en mode 2
" U, :taux de réparation en mode 2
M, atrois états :
» Opérationnelle (état 4') avec cadence U,

* En panne en mode 1 (état N;) avec cadence 0

* En panne en mode 2 (état N, ) avec cadence 0
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q :(U= A-]nﬂ]j:/lzpﬂzj)

M; ——

Figure 6.1- Etats d’une machine M,

1.2. Caractérisation d’une ligne a deux machines et un stock intermédiaire

Pour une ligne a deux machines et un stock intermédiaire de capacité finie, on définit

une machine équivalente M}, vue de ’amont et caractérisée par C* =(U", A" ,p’" A" , 4" )

2

> ?

et une machine équivalente M, vue de ’aval et caractérisée par C* =(U?, 4%, , A%, g2 ).

My

Figure 6.2- Définition des machines équivalentes amont et aval
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L’état du systéme est défini par £ = (x,¢,,,) ol :

= x représente le niveau du stock intermédiaire et varie entre 0 et N

®* a,=F si M, estopérationnelle
*» a,=Plsi M, esten panne en mode 1

* @ =P2 si M, est en panne en mode 2

Le systéme est dit « synchrone » si U, =U, =U .
Le systéme est dit « poussé » si U, > U,

Le systeme est dit « tiré » si U, <U,

1.2.1. Graphe des transitions du systéme synchrone
La figure ci-dessous représente toutes les transitions entre les états du systéme. A partir
de cette figure nous allons identifier les macros états qui nous permettrons de définir les

parametres des machines équivalentes. Les états représentés par les E, sont indiqués ci-

dessous. Les notations sont les mémes pour les systémes poussé et tiré.



E =(x,F,F) E, =(x,P1,P2)
E,=(x,F,Pl) E, =(x,P2,P1)
E, =(x,F,P2) E,=(0,F,F)
E,=(x,PLF) E,=(0,PLF)
E,=(x,P2,F) E,=(0,P2,F)
E, = (x, P, Pl) E,=(N,F,F)
E, =(x,P2,P2) E,=(N,F,Pl)
E,=(N,F,P2)

Figure 6.3- Graphe des transitions d’états du systéme synchrone
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1.2.2. Graphe des transitions du systéme poussé

Figure 6.4- Graphe des transitions d’états du systéme poussé
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1.2.3. Graphe des transitions du systéme tiré

Figure 6.5- Graphe des transitions d’états du systéme tiré

1.2.4. Probabilités des différents états
On note par prob, la probabilité d’étre dans I’état E, (prob, = prob[E,]). Ces
probabilités sont supposées connues dans cette partie et sont calculées a I’aide de la méthode

décrite dans le chapitre précédent. Cependant, on considére les fonctions de répartitions au

lieu des fonctions de densités.
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1.3. Machine équivalente
1.3.1. Systéme synchrone

Vu de I’amont, le systéme est productif si M1 est productive, c'est-a-dire dans I’'un des

états E,E,,E, ou E,,. On peut donc noter 4 =E, +E, +E,+E,. On note par N’ le macro
état ou le systéme est en mode de panne 1, donc Ny =E, +E,+ E,+E +E,. De méme, on
note par N, le macro état ou le systtme est en mode de panne 2, donc

N} =E,+E,+E,+E,+E,.

Vu de I’aval, le systéme est productif si M2 Dest, soit 4° =E, +E, +E;+E,, +E,, et

donc Ny =E,+E ,+E,+E,+E, et N =E,+E,+E,+ E, +E.

Les macros états 4*, N et Ni (respectivement A%, N/ et Nj) sont représentés sur la
Figure 6.6 (respectivement 6.7). Les taux de transitions entre ces macros états vont nous
permettre de déterminer A, A, " et g (respectivement A%, A7, u et 1£). Cependant,
7, et 7, (respectivement 7, et 7,) ne sont pas connus. Pour connaitre leurs valeurs,
considérons les états E, et E; de la Figure 6.3 (respectivement E, et £,). On peut donc

écrire :



prob, i, — prob, A,
prob,

prob,t, + prob, A, = prob,u, = 7, =

— prob
prob,z, + prob A, = probsp,, =7, = probspy, bpro 13
prob,

probt, + prob A, = prob,p,, = 1, = prob,p, ~ prob, 4,
prob,

proby, 1, — prob A,
prob

probst, + prob A, = prob,u, =, =

On détermine z; et 7, de maniere similaire.

Eqs, Es @ Eg £
‘ k; ™3 1 TN
12 T
1 Hal |4y Hal | Ay My

A | 1t

‘\\
Y L
@ P ©

I
SN
® @

3 -t AU
IR
/112 ﬂ j‘11 ?ull j-11/”/ |
12;‘11 / A Ad 1 Ay A
N\ | |
 “an ”’;V o~ - 3
Ey4 E4 @ Eq Egi i

Figure 6.6- Transitions entre les macros états 4“, N/ et N, (systéme synchrone)
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(6.1)

(6.2)

6.3)

(6.4)



U*=U

A']u _ P70b1 X Ay, + prob, x(z; + 2‘11)"’ prob, x Ay + probyy x 4, +pr0b13 x(A4,+4,)
prob, + prob, + prob, + prob,, + prob,,

= prob, x 4, + prob, x A, + prob, x(t, + A,)+ prob,, x A,; + prob,; x (4, + /1.2 )
prob, + prob, + prob, + prob,, + prob,,

= prob x g, + probg X phy, + proby x pu, + prob,, x p, + proby, x p,

' prob, + prob, + prob, + prob,, + prob,,

" _ prob, x y, + prob, x i, + prob, x p,, + prob, x y,, + prob x p,, .
2 probs + prob, + prob, + prob,, + prob

A it/ Ay

AR
S
(=
W8

s
|- 3 - \3'<(~w N
ERICE

Au| (40N Al

d Aa| |

" Al | A | M
H— I —— > —
Eqs E, Eg @ =7

N, d

Figure 6.7- Transitions entre les macros états 4%, N; et N (systéme synchrone)
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(6.5)
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U’=U

/114 _ prob, x A, + prob, x (A4, +1,) + probs x A, + prob,, x (A4, + A,) + prob, x A,
prob, + prob, + prob, + prob,, + prob,,

s prob, x A, + prob, x A,, + prob; x (A, +1,)+ prob, x (A, + A,) + prob;x 4,
prob, + prob, + prob, + prob,, + prob,,

(6.6)

= prob, x p, + prob, x p, + prob, x p,, + prob, x p,, + prob,, x u,,
prob, + prob, + prob, + prob,, + prob,,

. prob, x y,, + prob, x p,, + prob, x p,, + prob, x p,, + prob,; x u,,
: prob, + prob, + prob, + prob,, + prob;

1.3.2. Systéme poussé
La Figure 6.8 (respectivement 6.9) représente les transitions entre les macros états du
systéme vu de I’amont (respectivement de ’aval). La valeur de z, est calculée en considérant

I’état E,,. On obtient :

7 = prob; x (A, +A,,)— prob; x u,, — prob,, x i,

6.7
’ prob, ¢
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Hiz

Figure 6.8- Transitions entre les macros états 4“, N/ et Ny (systéme poussé)

On remarque que le macro état 4* regroupe les quatre états £ ,E,,E, et E, mais la
cadence de production n’est pas la méme pour ces quatre états. Dans le cas de E, E, et E; elle
estde U, etdans E elle estde U, car M1 estralentie par A/2. La cadence U* est donc une

moyenne pondérée de U, et U, .
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_ (prob, + prob, + prob,)x U, + prob; xU,
prob, + prob, + prob, + prob,,

Ull

P prob, x A, + prob, x (A, + 7,) + prob, x A, + prob,; x (A4, + A,,)
prob, + prob, + prob, + prob,, ’

A= prob, x A, + prob, x A,, + prob, x(4,, +7,) + prob; x (A, + 1,,) 6.8)
prob, + prob, + prob, + prob,,

w _ Prob, x pu, + probs x p, + proby x p, + prob;, x t, + prob, x p,
: prob, + prob, + prob, + prob,, + prob,

w _ Proby x p, + prob, X p,, + proby X py, + proby, X i, + probys x 4,
2 prob; + prob, + prob, + prob,, + prob,,

avece
, U
A :/111ij%
6.9)
, U
Ay = Ay x =2



E E E E.
‘F\'? @ @ @ Lﬁﬂk de
T
A\ / NG Hal | A, Hal | Aoy
|3 I N
&/ ) &)
K ™ -t Al

A2 Tt

Ay / Hy;

%z/

e
ED
F \ﬁl
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4, Hiz
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2
(&)
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2
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;
(&)

Eqq
N, ¢

Figure 6.9- Transitions entre les macros états 4%, N/ et N7 (systéme poussé)

Ul =U,

/11‘1 _ prob, x A, + prob, x (A, +7,) + prob; x A, + prob, x A,

prob, + prob, + prob, + prob,,

ﬂzd _ prob, x A, + prob, x A,, + probs x(A,, +7,)+ prob, x 4,,

prob, + prob, + prob, + prob,,

a_ prob, x p, + probg x py, + proby x p, + prob,, x w,, + prob,, x w;,

1

prob, + prob, + prob, + prob,, + prob,,

a _ prob;x g, + prob; X p,, + proby X iy, + proby, x p, + probys X py,

2

prob; + prob, + probg + prob,, + prob,;
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(6.10)



1.3.3. Systéme tiré

considérant I’état E, . On obtient :

S prob, x (A4, +4,))— prob,, x u,, — prob, x 1,

prob,
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La Figure 6.10 (respectivement 6.11) représente les transitions entre les macros états

du systtme vu de I’amont (respectivement de [’aval). La valeur de r, est calculée en

6.11)

M

r

E .

Hay

Ao

AU

A | #4

i

N
&)

N,Y

Figure 6.10- Transitions entre les macros états A4“, N;' et N, (systéme tiré)



U =U,

= prob, x A, + prob, x (A, +1;) + prob, x A, + prob,, x A,

prob, + prob, + prob, + prob,,

= prob, x 4, + prob, x A, + prob; x (A, +,) + prob, x 4,,

prob, + prob, + prob, + prob,,
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(6.12)

U = Prob, x py, + prob X p, + proby x gy, + proby, x gy, + proby, x s,

1

prob, + prob, + prob, + prob, + prob,,

= prob, x p1,, + prob, x p,, + proby x pu,, + prob,, x iy, + prob x ti,,

2

prob + prob, + prob, + prob,, + prob,

Eqz

(&)
[P

®_©® &
™~ + M’i; k]n de
2\ iy, A A,
2
) s r i, A, Hn | Hap
- \(\w g o
Ey) (=) /@ (g, j
L ¥ T"n 3 .’ﬂ‘\
s
A (#y Al A A
z/ " Hiz Hiz  \ Mz
! 12 e ’
o Ao L 2o g
1

Figure 6.11- Transitions entre les macros états 4%, N/ et N7 (systéme tiré)
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On remarque que le macro état 4° regroupe les quatre états E,, E,, E, et E,, mais la
cadence de production n’est pas la méme pour ces quatre états. Dans le cas de E|, E, et E
elle est de U, et dans E,, elle est de U, car M2 est ralentic par M1. La cadence U’ est
donc une moyenne pondérée de U, et U, .

U = U, x(prob, + prob, + prob)+ U, x prob,,

prob, + prob, + prob, + prob,,

Al = prob x A, + prob, x (A, +7,) + probs x A, + probyy x (A4, + 41,)
prob, + prob, + prob, + prob, '

A= proby x Ay, + prob, x 2y, + probs x (4, +7,) + prob,, x (4, + 45,) (6.13)
prob, + prob, + prob, + prob,,

. prob, x p, + probg x p, + proby x p,, + prob, x pu, + prob,, x u,
! prob, + prob, + prob, + prob,, + prob,,

= prob, x p,, + prob, x p,, + prob; x u,, + prob, x y, + prob; x i,
2 prob, + prob, + prob, + prob,, + prob,;

avee .
, U
A =A12XE:-
(6.14)
A :)‘nx'l‘]1~
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1.4. Evaluation du taux de production de Ia ligne
Aprés agrégation de la ligne de production par une machine équivalente, on utilise les
résultats de la partie « Caractérisation d’une machine en isolation » du chapitre précédent pour

évaluer le taux de production de la ligne, ce qui nous donne :

eq
PR =UP(A)=—2 (6.15)
1+£__+22_

M
ou: U“ A", 1%, A7 et 1% représentent respectivement le débit, les taux de panne et de

réparation en mode 1 et les taux de panne et de réparation en mode 2 de la machine

équivalente.

2. Algorithmes

2.1. Algorithme pour le cas de ’agrégation amont

7

Etape 1

Entrer les paramétres de la ligne de production, & savoir :

» Les capacités des stocks intermédiaires: N,(i=1,...,NbStocks ou NbStocks

désigne le nombre de stocks de la ligne considérée).

* Pour chaque machine M, (j=1,..,NbMachines ou NbMachines désigne le

nombre de machines de la ligne considérée) :
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1. Les taux de pannes et de réparation : 4 ].,/12 Iy

2. La cadence de production : U,

2

Etape 2

Poser: M, =M,

Pour i =1 a NbMachines —1

Faire
o Déterminer les probabilités des états E, a E,; pour le systtme composé de

M,, M, etB,

gq’ N
e Déterminer 7, et 7, a partir de (6.1) et (6.2).
e SiU,=U, alors

Début

e Déterminer les paramétres de la machine équivalente a partir de
(6.5).
Fin

Sinon

Si U, > U, alors

Début

e Déterminer. 4, et A, a partir de (6.9).
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e Déterminer les paramétres de la machine équivalente & partir de
(6.8).
Fin
Sinon (cas ou U, <U,)
Début

e Déterminer les paramétres de la machine équivalente a partir

de (6.12).
Fin
Fsi
Fsi
Fait
Fin
Etape 3

Evaluer le taux de production a partir de I’équation (6.15).
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2.2, Algorithme pour le cas de I’agrégation aval

7

LEtape 1

Entrer les paramétres de la ligne de production, a savoir :

» Les capacités des stocks intermédiaires: N, (i=1,...,NbStocks ou NbStocks
désigne le nombre de stocks de la ligne considérée).

* Pour chaque machine M, (j=1,...,NbMachines ou NbMachines désigne le

nombre de machines de la ligne considérée) :

1. Les taux de pannes et de réparation : 4, ,, 4, , 4, th;

2. La cadence de production : U,

Etage 2

Poser : M,, = M1 fuchines

Pour i = NbMachines & 2

Faire

e Déterminer les probabilités des états E, a E s pour le systéme composé de

M, ,M_ etB_

eq? i~
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e Déterminer 7, et 7, a partir de (6.3) et (6.4).
e Si U, =U, alors

Début

e Déterminer les paramétres de la machine équivalente a partir de

(6.6).

Fin
Sinon
Si U, >U, alors
Début
e Déterminer les paramétres de la machine équivalente a partir de
(6.10).
Fin
Sinon (cas ot U, <U,)
Début
o Déterminer A, et A, & partir de (6.9).
e Déterminer les paramétres de la machine équivalente a partir

de (6.13).




136

3

Etape 3

Evaluer le taux de production  partir de I’équation (6.15).

3. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons détaillé notré extension de la technique d’agrégation pour
I’évaluation de performance de lignes de production série ou les machines peuvent avoir deux
modes de défaillances. Nous avons montré comment caractériser une machine en isolation,
puis comment définir les machines équivalentes amont et aval dans le cas d’une ligne de deux
machines et un stock intermédiaire avant de généraliser cette technique a des lignes plus
longues. Enfin, nous avons proposé des algorithmes d’agrégation dans les deux cas : amont et

aval.

Au prochain chapitre, nous validerons le modéle proposé par simulation et nous ferons
une comparaison entres les résultats obtenus dans le cas de 1’agrégation de lignes ayant des
machines a un seul mode de défaillance et dans le cas de 1’agrégation de lignes ayant des

machines 4 deux modes de défaillances.



CHAPITRE VII

VALIDATION DU MODELE PROPOSE PAR SIMULATION

Dans le présent chapitre, nous présentons les résultats de simulation obtenus avec le
logiciel ProModel. Ces résultats, présentés a la section 1, nous permettent de valider le modeéle
que nous avons proposé au chapitre précédent. Les paramétres utilisés pour les machines ont
€té générés aléatoirement et proviennent de (Levantesi et al., 2003) et de (Nahas et al., 2006).
Ces paramétres caractériéent un seul mode de défaillance. Afin de générer, a partir de ces
derniers, les paramétres caractérisant deux modes de défaillances, nous utiliserons la démarche

suivante :

A partir d’une machine a deux modes de défaillances, on arrive 4 définir une machine
ayant la méme efficacité en isolation que la précédente mais qui a un seul mode de défaillance

au moyen des équations ci-dessous (Levantesi et al, 2002) :

A=A+ A, (7.1)

_l_z[_LXLHLXL) - (72)
Ho\A+AL A+d K
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En refaisant le chemin inverse, on souhaite déterminer les paramétres d’une machine a
deux modes de défaillances a partir des parameétres d’une machine & un seul mode de
défaillance sous réserve, toutefois, que les deux machines doivent étre de méme efficacité en

isolation. Ainsi, & partir des équations précédentes, on peut écrire :

A =v,xA
A =v,xA
X

AL (7.3)

Axv,

_ kx4,

k:“2 = Axv,

ou:

Le systéme ci-dessus posséde une infinité de solutions. On optera pour la solution suivante :

A 4 Hy H
M1 0.7059 0.2941 0.3039 0.6961
M2 0.1111 0.8889 0.3192 0.6808
M3 0.7143 0.2857 0.5293 0.4707
M4 0.0794 0.9206 0.2274 0.7726
M5 0.6667 0.3333 0.3901 0.6099

Tableau 7.1- Ratios utilisés pour la génération des paramétres
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Cette solution fait en sorte que pour M4, les taux de pannes ont des ordres de

magnitude différents. L’idée étant d’avoir au moins une machine de la ligne dont les taux de

pannes ont des ordres de magnitude différents. Chaque exemple est simulé par 10 exécutions

d’une durée de 6000 heures chacune.

1. Simulation et comparaison

Nous allons tout d’abord commencer par présenter, aux tableaux 7.2 a 7.7, les données

utilisées lors des simulations. Nous présenterons ensuite, au tableau 7.8, les résultats de ces

simulations.
1 Mode de panne 2 Modes de pannes
M 4 A # N u A H A Ha
Exemple
1
1 1.030 0.01 0.10 20 1.030  0.0071 0.2323  0.0029 0.0422
2 1.103 0.02 020 20 1.103 0.0022 0.0696 0.0178 0.2611
3 1.178 0.01 0.15 20 1.178 0.0071  0.2024  0.0029 0.0910
4 1.041 0.04 020 20 1.041 0.0032 0.0698 0.0368 0.2383
5 0956 0.03 0.25 0.956 0.0200 0.4273  0.0100 0.1366

Tableau 7.2- Données pour une ligne & 5 machines et 4 stocks
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1 Mode de panne 2 Modes de pannes
M U A H N U A 7 A I,
Exemple

2

1 3.3977 0.0269 0.1593 80 3.3977 0.0190 0.3700 0.0079 0.0673
2 3.5041 0.0315 0.195 65 3.5041 0.0035 0.0679 0.0280 0.2546
3 3.07 0.0484 0.2192 60 3.07 0.0346 0.2958 0.0138 0.1330
4 3.3826 0.0798 0.3878 70 3.3826 0.0063 0.1354 0.0735 0.4621
5 3.4279 0.021 0.1982 70 3.4279 0.0140 0.3387 0.0070 0.1083
6 3.5796 0.0148 0.218 70 3.5796 0.0104 0.5064 0.0044 0.0921
7 3.6137 0.0172 0.1552 85 3.6137 0.0019 0.0540 0.0153 0.2026
8 3.8469 0.0088 0.2565 80 3.8469 0.0063 0.3462 0.0025 0.1557
9 3.7465 0.0113 0.1941 45 3.7465 0.0009 0.0678 0.0104 0.2313
10 3.828 0.0051 0.1863 3.828 0.0034 0.3184 0.0017 0.1018

Tableau 7.3- Données pour une ligne & 10 machines et 9 stocks
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1 Mode de panne 2 Modes de pannes
M U A H N U A H A J7A
Exemple
3
1 2.676 0.0972 0.1973 55 2.676 0.0686 0.4583  0.0286 0.0834
2 3.5717 0.0205 0.0923 40 3.5717 0.0023 0.0321 0.0182 0.1205
3 3.4336 0.0118 0.0788 40 3.4336 0.0084 0.1063 0.0034 0.0478
4 29181 0.0222 0.0682 55 29181 0.0018 0.0238 0.0204 0.0813
5 3.4678 0.0352 0.2216 50 3.4678 0.0235 0.3787 0.0117 0.1211
6 3.6115 0.0073 0.0719 50 3.6115 0.0052 0.1670 0.0021 0.0304
7 4.1087 0.0134 0.1379 65 4.1087 0.0015 0.0480 0.0119 0.1801
8 3.5102 0.0206 0.1803 55 3.5102 0.0147 0.2433 0.0059 0.1094
9 3.8792 0.0112 0.158 35 3.8792 0.0009 0.0552 0.0103 0.1883
10 4.1199 0.0083 0.0918 40 4.1199 0.0055 0.1569 0.0028 0.0502
11 3.8245 0.0095 0.1402 55 3.8245 0.0067 0.3257 0.0028 0.0592
12 4.019 10,0023 0.0952 40  4.019 0.0003 0.0331 0.0020 0.1243
13 2.0227 0.1309 0.1309 50 2.0227 0.0935 0.1767 0.0374 0.0795
14 4.1152 0.0035 0.0854 55 4.1152 0.0003 0.0298 0.0032 0.1018
15 3.7954 0.0053 0.0904 3.7954 0.0035 0.1545 0.0018 0.0494

Tableau 7.4- Données pour des lignes a 15 machines et 14 stocks (exemple 1)
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1 Mode de panne 2 Modes de pannes
M U A M N~ U A y7 A, M,
Exemple

4

1 2.7256 0.1336 0.2139 70 2.7256 0.0943 0.4968 0.0393 0.0904
2 3.7054 0.0344 0.1508 50 3.7054 0.0038 0.0525 0.0306 0.1969
3 3.5206 0.0327 0.2261 45 3.5206 0.0234 0.3051 0.0093 0.1372
4 3.0724 0.0444 0.1566 60 3.0724 0.0035 0.0547 0.0409 0.1866
5 3.6719 0.0309 0.1866 67 3.6719 0.0206 0.3189 0.0103 0.1020
6 3.652 0.0127 0.1238 65 3.652 0.0090 0.2876 0.0037 0.0523
7 42079 0.0156 0.1587 75 4.2079 0.0017 0.0552 0.0139 0.2072
8 3.6295 0.0188 0.1389 65 3.6295 0.0134 0.1874 0.0054 0.0843
9 4.006 0.0094 0.1185 40 4.006 0.0007 0.0414 0.0087 0.1412
10 4.1955 0.0082 0.0975 45 4.1955 0.0055 0.1666 0.0027 0.0533
11 3.9554 0.0059 0.087 60 3.9554 0.0042 0.2021 0.0017 0.0368
12 4.2889 0.0047 0.2368 67 42889 0.0005 0.0824 0.0042 0.3092
13 2.1252 0.1779 0.1779 65 2.1252 0.1271 0.2401  0.0508 0.1080
14 4.1519 0.0034 0.0791 65 41519 0.0003 0.0276 0.0031 0.0943
15 4.0276 0.008 0.1232 4.0276 0.0053 0.2106 0.0027 0.0673

Tableau 7.5- Données pour des lignes a 15 machines et 14 stocks (exemple 2)
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1 Mode de panne 2 Modes de pannes
M U A H N U A 4 A H,
Exemple

5

1 2.8628 0.0447 0.0714 80 2.8628 0.0316 0.1658 0.0131 0.0302
2 3.7109 0.0204 0.0792 65 3.7109 0.0023 0.0276 0.0181 0.1034
3 3.8141 0.0087 0.0609 60 3.8141 0.0062 0.0822 0.0025 0.0370
4 3.4688 0.0562 0.1804 70 3.4688 0.0045 0.0630 0.0517 0.2150
5 3.9665 0.0113 0.0751 70 3.9665 0.0075 0.1283 0.0038 0.0410
6 3.6843 0.0085 0.0806 70 3.6843 0.0060 0.1872 0.0025 0.0341
7 4212 0.0143 0.1497 85 4212 0.0016 0.0521 0.0127 0.1955
8 3.7977 0.0089 0.0767 80 3.7977 0.0064 0.1035 0.0025 0.0466
9 4.1912 0.0077 0.0979 45 4,1912 0.0006 0.0342 0.0071 0.1167
10 4.2948 0.0086 0.0949 60 4.2948 0.0057 0.1622 0.0029 0.0519
11 3.9678 0.0045 0.0641 70 3.9678 0.0032 0.1489 0.0013 0.0271
12 4.5438 0.0044 0.1972 70 4.5438 0.0005 0.0686 0.0039 0.2575
13 2.149 0.0762 0.0762 70 2.149 0.0544 0.1028 0.0218 0.0463
14 4.1718 0.0032 0.0972 85 4.1718 0.0003 0.0339 0.0029 0.1158
15 42929 0.0039 0.0637 4.2929 0.0026 0.1089 0.0013 0.0348

Tableau 7.6- Données pour des lignes a 15 machines et 14 stocks (exemple 3)
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1 Mode de panne 2 Modes de pannes
M U A H N U A n A K,
Exemple

6

1 1.000 0.0170 0.0947 55 1.000 0.0120 0.2200 0.0050 0.0400
2 1200 0.0900 0.1149 40 1.200 0.0100 0.0400 0.0800 0.1500
3 1.100 0.1400 0.1482 40 1.100  0.1000  0.2000  0.0400 0.0900
4 1.400 0.1260 0.2493 55 1.400 0.0100 0.0870 0.1160 0.2971
5 1.200 0.1500 0.1463 50 1.200 0.1000 0.2500 0.0500 0.0800
6 1.000 0.0200 0.1000 50 1.000 0.0141 0.2323  0.0059 0.0422
7 1.200 0.0100 0.1000 65 1.200 0.0011 0.0348 0.0089 0.1306
8 1.100 0.0200 0.1000 55 1.100 0.0143 0.1350 0.0057 0.0607
9 1.400 0.0100 0.1000 35 1.400 0.0008 0.0349 0.0092 0.1192
10 1.200 0.0200 0.1000 40 1.200 0.0133 0.1709 0.0067 0.0546
11 1.000  0.0420 0.1000 55 1.000 0.0296 0.2323 0.0124 0.0422
12 1.200 0.0670 0.2000 40 1.200 0.0074 0.0696 0.0596 0.2611
13 1.100 0.0600 0.1500 50 1.100 0.0429 0.2024 0.0171 0.0910
14 1.400 0.0460 0.2000 55 1.400 0.0037 0.0698 0.0423 0.2383
15 1.200 0.0120 0.2500 65 1.200 0.0080 0.4273  0.0040 0.1366
16 1.030 0.0100 0.1000 55 1.030 0.0071 0.2323  0.0029 0.0422
17 1.103  0.0200 0.2000 35 1.103 0.0022 0.0696 0.0178 0.2611
18 1.178 0.0100 0.1500 40 1.178 0.0071 0.2024 0.0029 0.0910
19 1.041 0.0400 0.2000 55 1.041 0.0032 0.0698 0.0368 0.2383
20 0.956 0.0300 0.2500 0.956 0.0200 0.4273 0.0100 0.1366

Tableau 7.7- Données pour des lignes a 20 machines et 19 stocks
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Le tableau suivant illustre les résultats obtenus lors des simulations. Les notations utilisées

dans ce tableau sont expliquées ci-dessous :

» Exemple : indique le numéro de I’exemple. Chacun des tableaux de données ci-dessus

(tableaux 7.2 & 7.7) est associé & un numéro d’exemple et c’est ce numéro qui est

utilisé pour identifier I’exemple.

»  Amont 1MdP : représente la valeur analytique trouvée par la technique d’agrégation a

un mode de défaillance.

= Amont 2MdP : représente la valeur analytique trouvée par la technique d’agrégation a

deux modes de défaillances.

»  Simulation: la simulation se fait toujours dans le cas de deux modes de

fonctionnement car ce cas est celui qui refléte au mieux la réalité.

Numéro Agrégation Simulation Erreur par rapport a la
d’exemple simulation

Amont 1MdP | Amont 2MdP Amont IMdP | Amont 2MdP

1 0.804 0.797 0.794 1.25% 037 %

2 2.361 2.298 2315 1.98 % -0.73 %

3 0.991 0.968 0.959 333% 0.93 %

4 1.059 1.048 1.029 291 % 1.84 %
5 1.040 1.017 1.018 2.16 % -0.09%

6 0.493 0.511 0.523 -5.73 % 229 %

Tableau 7.8- Résultats de simulation et comparaisons
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A partir du tableau 7.8, nous constatons d’une part que le fait de considérer
explicitement les différents modes de défaillances de la ligne permet d’obtenir une évaluation
plus précise de son faux de production; et d’autre part que I’erreur entre les valeurs
d’agrégation et la simulation augmente avec I’augmentation de la longueur de la ligne, ce qui
est tout a fait conforme étant donné I’erreur d’approximation effectuée sur chaque machine et

qui se répercute sur la valeur du taux de production.

2. Conclusion

Le présent chapitre a été consacré a la validation par simulation du modéle que nous
avons développé. A partir des résultats obtenus, il apparait clairement que le fait de considérer
explicitement les deux modes de défaillances permet d’obtenir des résultats plus précis
concernant le taux de production que le fait de grouper les taux de pannes en un faux moyen

par le biais des équations (7.1) et (7.2).

Ainsi, le modéle proposé dans ce travail permet d’améliorer I’évaluation du taux de

production de lignes de transfert comparativement aux modéles a un seul mode de défaillance.

Au chapitre suivant, nous présentons une conclusion générale sur le travail effectué

dans ce mémoire.



CHAPITRE VI

CONCLUSION GENERALE

Nous avons abordé, dans ce mémoire, le probléme de ’évaluation de performances de
lignes de production avec stocks intermédiaires et machines pouvant avoir deux modes de
défaillances. L’utilisation de stocks intermédiaires permet de découpler les processeurs de la
ligne de production et ce, afin d’éviter que la défaillance d’un processeur n’entraine I’arrét
complet de toute la ligne et par conséquent, ils permettent d’améliorer la disponibilité et le

taux de production de la ligne.

Le fait de considérer des machines & plusieurs modes de défaillances nous permet de
développer des modeles plus réalistes, et ainsi obtenir une évaluation de performances plus
précise que si I’on regroupe ces modes en un seul, dont le taux de panne représente une
moyenne des taux de pannes des différents modes, au moyen d’une approximation de premier
‘ordre. En effet, dans la réalité¢ les machines peuvent tomber en panne de différentes fagons et
pour différentes raisons, et chacune de ces pannes est caractérisée par son propre taux de

panne et son propre taux de réparation.
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La prise en compte des différents modes de défaillances des machines méne a une
évaluation plus précise des performances de la ligne. Cela génére toutefois une plus grande
complexité mathématique lors de I’écriture des équations du modele et surtout lors de leur
résolution. L’écriture de ces équations de transitions, et notamment les équations frontiéres,
représente une difficulté majeure dans le développement de ces mode¢les. A titre d’exemple,
pour le cas d’un seul mode de défaillance on a 4 équations de transitions internes et‘ 8
équations de transitions fronti¢res alors que pour le cas de deux modes de défaillances on
obtient 9 équations de transitions internes et 23 équations de transitions frontiéres, ces
dernieres étant trés difficiles a transcrire. La majorité des travaux que ’on retrouve dans la
littérature considérent le cas de machines & un seul mode de défaillance afin de simplifier les

calculs mais les modéles obtenus sont moins précis.

Dans le présent mémoire, nous nous sommes intéressés au développement d’un modéle
analytique pour ’évaluation du taux de production de lignes de production série, comportant
plusieurs machines et plusieurs stocks intermédiaires de capacité finie, basé sur la technique
d’agrégation. Nous avons tout d’abord commencé par faire une revue de la littérature
concernant les principaux travaux traitant de I’évaluation de performances de lignes de

production avec machines non fiables et stocks intermédiaires.

Une attention toute particuliére a toutefois été accordée aux travaux dans lesquels les
machines peuvent occuper plus que deux états. Nous avons également présenté, au chapitre I1,

quelques notions de base sur les lignes de production série et nous avons introduit les
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principaux mod¢les de lignes de production ainsi que les hypothéses de travail qui leurs sont
généralement associées. Nous avons également présenté la technique de décomposition et la
technique d’agrégation qui sont les deux principales méthodes approximatives pour
I’évaluation de performances de ces lignes de production. Au chapitre III, nous avons présenté
les deux modeles les plus utilisés (a savoir le modéle déterministe et le modéle continu) pour
I’évaluation de performances de lignes de production série a8 deux machines & un mode de
défaillance et un stock intermédiaire. Au chapitre IV, nous avons présenté la technique
d’agrégation telle que définie dans (Terracol et David, 1987). C’est cette technique que nous
avons étendue au chapitre VI vers la prisev en compte de deux modes de défaillances. Pour ce
faire, nous avons repris au chapitre V le modéle proposé par (Levantesi et al, 1999) permettant
I’évaluation de performances de lignes composées d’un stock intermédiaire et de deux
machines a plusieurs modes de défaillances et nous ’avons appliqué au cas de deux modes de
défaillances. Les algorithmes associés a ces modeéles sont présentés dans leurs chapitres
respectifs. Nous avons ensuite validé notre modéle par une simulation effectuée a I’aide du
logiciel ProModel ou chaque exemple a été simulé par 10 exécutions d’une durée de 6 000
heures chacune. Les résultats, présentés au chapitre VII, nous ont permis de constater que le
fait de considérer explicitement les deux modes de défaillances pour les machines de la ligne
étudiée se répercute sur 1’évaluation du taux de production, et nous permet d’obtenir des
résultats plus précis que le fait de grouper ces modes en un seul mode de défaillance (dont le
taux de panne représente la moyenne des taux de pannes des deux précédents modes). Cette

précision est notamment remarquable lorsque les taux de pannes des deux modes de

défaillances ont différents ordres de magnitudes.
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En perspective de ce travail, et en continuant sur la méme lancée, nous comptons
étendre notre modéle au cas de machines a plusieurs modes de défaillances. Pour cela, nous
utiliserons le modéle de (Levantesi et al, 1999) pour évaluer les performances de lignes de
production constituées d’un stock intermédiaire et de deux machines non ﬁébles 4 n modes de
défaillances comme base de notre extension bde la technique d’agrégation vers la prise en
compte de n modes de défaillances. La difficulté qui apparait, de prime abord, est de pouvoir
identifier les différents états du systéme ainsi que les transitions entre ces états. Rappelons que
pour le cas d’un seul mode de défaillance, le systéme se compose de 8 états alors que dans le
cas de deux modes de défaillances, on passe & 15 états augmentant ainsi la complexité du
modé¢le mathématique associé. Une comparaison entre les graphes de transitions d’états de ces
deux cas permet de constater cette croissance de complexité. Nous commencerons donc par
développer les modéles pour des valeurs particuliéres de n avant de généraliser le modéle.
Evidemment, comme dans le cas 4 deux modes de défaillances ayant fait I’objet de cette étude,
le défi majeur reste dans I’écriture des équations frontiéres dans le cas de » modes de

défaillances.
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ANNEXE 1

CHAINES DE MARKOV

Nous présentons, dans cette annexe, quelques notions de base sur les chaines de

Markov. Ces notions s’avérent indispensables & la bonne compréhension de ce mémoire.

1. Temps discret, états discrets

1.1 La distribution géométrique

Dans le cas d’une chaine de Markov a temps discret et a états discrets, on utilise une
distribution géométrique. Dans cette sous-section, nous allons justifier cette distribution en
considérant le cas simple d’un syst¢tme non réparable. Mais commengons tout d’abord par

définir ce qu’est une distribution géométrique.

Considérons une expérience consistant en un ensemble d’essais ayant pour résultat un
succés ou un échec. Chaque essai a une probabilité p de succés et par conséquent une
probabilité ¢ =1 - p d’échec. On s’intéresse au nombre d’essais réalisés avant I’obtention du
premier succes. Ce nombre peut étre représenté par une variable aléatoire X. La probabilité
d’obtenir un succés au premier essai est P(X = 1) = p, la probabilité d’obtenir un succés au

second essai est la probabilité que le premier essai aboutisse a un échec et que le second
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aboutisse & un succés et qui s’exprime par P(X = 2) = (I - p)p, etc. De maniére générale, la

probabilité d’avoir un succés au #° essai est donnée par P(X = n) = (I - p)™’p pour n=1,2,...

Une telle distribution est dite distribution géométrique de paramétre p (Ross, 2003).

Soit un systéme pouvant étre dans ’'un des deux états : 1 (opération) ou 0 (panne).

Notons par P(a,t) la probabilité que le systeme soit a I’état « (0 ou 1) a ’instant #. Nous

émettons I’hypothese que P(1,0)=1. Supposons également que le systéme puisse transiter de

I’état 1 vers 1’état 0 mais pas de I’état O vers I’état 1 (systéme non réparable).

Soit A4 la probabilité conditionnelle que le systéme soit & I’état 0 a "instant #+1 sachant qu’il

était & I’état 1 a ’instant 7. On peut alors écrire :

A= prob [a(t +1)= O|a(t) = l]

Etant donné que

P(0,£+1) = prob| a(t+1) =0|a(r) =1]x prob[a(r) =1]

+ prob| a(t+1) = 0la(r) = 0 | x prob|a(t) = 0]

Ona:

PO, +1)=Ax P(1,1) + P(0,1)
P(Lt+1)=(1-A)xP(l,0)

(4.1)

(4.2)

(4.3)
(4.4)
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L’équation de normalité nous donne :

P+ PO,nH=1 : (4.5)

Ce qui nous permet de trouver :

PO,y =1—(1- A’ (4.6)
P(L1)=(1-AY

Nous avons considéré que le systéme peut transiter de 1’état 1 vers I’état 0 mais pas de
I’état 0 vers I’état 1. La probabilité pour que cette transition se fasse a I’instant ¢

est:
prob[a(t) =0eta(t—-1)= 1] =(1-2)"xA A7)
Le temps de transition de I’état 1 vers I’état 0 est dit géométriquement distribué avec

\ o . 1
un parametre A . Le temps de transition associé est E

Dans ce mémoire, nous supposerons que le temps moyen de bon fonctionnement d’une
machine est géométriquement distribué avec un paramétre A et que le temps moyen de

réparation est géométriquement distribué avec un paramétre u .
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1.2. Chaines de Markov

L’hypothé¢se de base dans une chaine de Markov est que le systtme dépend
uniquement de son passé immédiat, ce qui veut dire que : la probabilité pour que le systéme
soit dans un état donné & l’in\stant t+1 sachant dans quel état il était aux instants

t, t—1, t-2, etc. est égale a la probabilité que le systéme soit dans ce méme état sachant dans

quel état il était a ’instant ¢, d’ou 1’écriture suivante :

prob[ X(t+1) = x(t + DX (1) = x(1), Xt =) = x(t =D, X (1 =2) = x(t =2),... ]

= prob[ X(t+1)=x(t +D|X () = x(1) | (A4.8)

Dans ce qui suit, nous poserons :

B, = prob[ X(t+1)=i|X ()= j ]

et , (49
A,(t) = prob [X(t) = i]

P, représente la probabilité de transition de I’état j vers I’état i.

Nous pouvons donc exprimer la probabilité que le systéme soit dans I’état i a ’instant

t+1 en fonction de toutes les transitions possibles du systéme vers cet état a I’instant ¢ :

A+ =P xA,(1) (4.10)
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L’équation de normalité assure que la somme de toutes les probabilités d’états du

systéme & un instant donné est égale a 1 :

DA =1 Vt (A4.1D

Nous allons dans ce qui suit appliquer ce principe pour I’étude de la disponibilité d’une
machine. Considérons le cas d’une machine pouvant étre dans I’un des deux états : panne ou
opération. Cette machine a un taux d’opération déterministe (c'est-a-dire qu’elle réalise une
opération en une période de temps fixée) correspondant a une unité de temps. La probabilité
qu’elle tombe en panne durant une opération est A. Lorsqu’elle est en panne, la probabilité
pour qu’elle soit réparée durant une unité de temps est . Le but est de connaitre le taux de
production moyen de cette machine.

La chaine de Markov représentant cette machine est illustrée par la figure suivante :

A

Figure A.1- Chaine de Markov pour une machine a deux états avec réparation
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A partir de la figure ci-dessus, on peut écrire :

P(0,t+1)= P(0,£)x (1— g) + P(L,)x A (4.12)
P(Lt+1)= P(0,0)x u+ P(L,H)x(1—A)

Nous constatons que ces deux équations forment un systéme d’équations linéaires.

Ainsi, leur solution est de la forme :

P(t)=aX' (4.13)

wsmmema: 0-{313) )
> a

Ceci, apres substitution, nous donne :

a(0) X" = a(0)X' (1 - ) + a() X' A | (4.14)

a) X! = a(0)X" p+a() X' (1- A)

Nous supposerons que X # 0. Ainsi, en divisant les deux équations par X’ nous avons :

a(0)X =a(0)x(1—p)+a(l)x A (A4.15)
a(DX =a(0)x u+a()x(1—A)
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Ce qui nous donne :

X=1—,u+g%x/1 (4.16)

Xz—q—(—olx,u+1—/1

a(l)

S a(l . . .
En éliminant le terme al) de ces équations, on obtient :

a(0)
HxA '
X=l-py+—+—"2_ : A17
# X-1+2 ( )
Ce qui implique que :
(X -1+ p)x(X -1+ A)=uxA (A4.18)

L’équation (4.18) est une équation quadratique a deux solutions : X =1 et X =1-r—p. Etant

donné qu’il y a deux valeurs de X', on distingue alors deux solutions :

= Si X =1 alors a_(l)_:_/i
a(0) A

= SiX=l-p—4 alors 2 o
a(0)

Nous obtenons ainsi (aprés simplification) :
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A

P(0,1)=P(0,0)x(1-p~A) +
HE+A

[1-(-pu=-2)] ‘ (4.19)

P(l,t):P(I,O)x(l—,u—/’t)’+ﬁ[l—(l—,u—}1)’]

1.3. Régime stationnaire

La limite des deux équations précédentes lorsque # — o donne :

P0) = A (4.20)
H+A .
__H
P= MK+ A

Ceci représente la solution de :

PO)=PO)x(1—p)+PQ)x A (4.21)
P =PO)x u+P()x(1-1)

La distribution de probabilité en régime stationnaire doit satisfaire 1’équation :

A@+D) =" Px A1) (4.22)

En posant :

A, =A@ +1)=4,) (423)
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Si la distribution en régime stationnaire existe et est unique, elle est ergodique et satisfait :

A, =limA4 (¢) (4.24)
1>
L’unicité signifie que la distribution limite A, est indépendante de la distribution

initiale 4,(0) .

1.4. Signification du régime stationnaire

Le concept de régime stationnaire signifie qu’au fur et & mesure que ¢ augmente,
P(0,1) et P(1,7) tendent vers une valeur constante. Dans I’exemple énoncé plus haut, P(l,¢)
représente la disponibilité de la machine. Ainsi, P(1,#) est essentiellement le taux de
production puisque le taux d’opération est d’une unité de temps. Dans ce cas, on dit que le
systétme a atteint un régime stationnaire lorsque cette mesure de performance approche une

certaine limite et par conséquent, devient constante.

2. Temps continu, états discrets
2.1. Equations de transitions

La théorie des probabilités nous permet d’écrire :

prob[ X (1) =i]=Y" prob| X(1)=i|X(zr) = j |x prob[ X (z) = j] (r <1) (A4.25)

En remplagant ¢ par t+J¢ et T par ¢, on obtient :



164

prob[ X (t+61)=i]=>_ prob [X(t +80) =ilX (1) = j] x prob[ X (1) = j] (A.26)

Nous supposerons que 57 est petit et que P, existe pour tout i+ j de sorte que :

prob| X(t+61)=i|X(f) = j |= B,6t +o(51) (A427)
Ainsi :

prob[ X (1+60) =i]=) P,6tx prob[ X (t) = j]

J#i

+ prob [X(t+ oty = i]X(t) = i]x prob [X(t) = i]+ o(o61) (A4.28)

On pose :

2,(t) = prob[ X (t) =] (A4.29)

Ce qui permet de réécrire 1’équation (4.28) sous la forme suivante :

A(t+81)= PStx A1)+ prob[ X(t +61) =i|X (1) =i |x A1) +0(51) (4.30)

J#i

L’équation de normalité nous donne :

D prob[ X(t+51) = jlX (1) =i]=1 (4.31)



Donc :

prob[ X(t+8)=i|X(t)=i]=1-1. prob[ X(t+3t) = jlX(t) =i]

J#i

=1-) P,6t+0(5t)

j#i

D’ou:

A(t+80)=> P A5t +|:1—Zl’ji5t:|ﬁ,i(t) +0(51)

J#i J#i

Il est pratique de définir :

F, = _Z Pji

J#i

De sorte que :

At +80) =) PA (DSt +[1+ P,51] 4,(t) +0(5t)

Ou encore ;

A(+60)=Y PA, ()51 +A4,1)+0(5)

gy
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(4.32)

(A4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Remarque : Notons que P, n’est rien d’autre qu’une définition « pratique ». Ce terme n’a pas

de sens et il ne représente certainement pas une probabilité car il est négatif.

En exprimant A(t+061) sous forme d’une série de Taylor d’ordre un, 1’équation

précédente devient :
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A () +@& =Y P A (St +A,(1)+0(51) (4.37)

Ce qui implique :

g7

i{-’% =D PA0); Vi (A4.38)

La distribution de probabilité & I’état d’équilibre p,(r) doit satisfaire la condition :

dat
) =0; Vi (4.39)
dt
D’ou:
D BA()=0; Vi (4.40)
J
2.2. La distribution exponentielle
La distribution exponentielle est I’équivalent de la distribution géométrique dans le cas

continu.

Soit un systéme pouvant étre dans I’un des deux états : 1 (opération) ou O (panne).
Notons par P(c,t) la probabilité que le systéme soit a I’état o (0 ou 1) a I’instant 7. Nous
émettons 1’hypothése que P(1,0)=1 (‘s&stéme opérationnel initialement). Supposons
également que le systéme puisse transiter de 1’état 1 vers 1’état 0 mais pas de 1’état 0 vers 1’état

1 (systéme non réparable).
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Soit A8t la probabilité conditionnelle que le systéme soit & 1’état 0 a I’instant ¢+ ot

sachant qu’il était & I’état 1 a ’instant ¢. On obtient :

A8t = prob| a(t +61) =0a(t) =1]+0(51)

Etant donné que :
P(0,1+61) = prob| ai(t+ 5t) = 0lax(t) =1]x prob[a(r) =1]

+prob[a(t +0t) = 0|a(t) = O]xprob[a(t) = 0]

Ainsi :

P(0,t + 1) = A6t x P(1,1) + P(0,1) + 0(St)

D’ou :

dP(0,)

= Ax P(L,t
7 x P(1,7)

De maniére similaire :
P(l,1+61) = prob| a(t +81) =|a(r) =1]x prob[a(r) =1]

+ prob I:a(t +0t) = lla(t) = O] X prob [a(t) = O]

Donc :

Pt +81) = (1= )3t x P(L,£) +(0) x P(0,1) + 0(S5¥)

(4.41)

(4.42)

(A4.43)

(A.44)

(A4.45)

(A.46)

Le coefficient de P(0,7) est 0 car dans le systéme considéré, il n’y a pas moyen de transiter de

I’état O vers I’état 1.
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Ainsi :

Py _
I ==AxP(L) (A47)

La solution pour le systéme considéré est donc la suivante :

P0,))=1—e* (A4.48)

P(Lt)y=e™*

Nous avons considéré que le systéme peut transiter de I’état 1 vers I’état 0 mais pas de
I’état 0 vers I’état 1. La probabilité pour que cette transition se fasse entre les instants ¢ et

t+0t est:

problo(t+686)=0 et a(t) =1]=e ™ x A6t (A4.49)

Le temps de transition de I’état 1 vers I’état 0 est dit exponentiellement distribué de

.\ . 1
taux A . Le temps de transition associé est R Nous supposerons que le temps moyen de bon

fonctionnement d’une machine est exponentiellement distribué de taux Aet que le temps

moyen de réparation est exponentiellement distribué de taux p .

2.3. Chaine de Markov (exemple d’une machine non fiable)

Considérons le cas d’une machine pouvant étre dans ’un des deux états : panne ou

opération. Le taux de production de cette machine dans I'intervalle [z, £+67] est Uxdt . La
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probabilité pour que la machine tombe en panne dans I’intervalle [t, t+5t] est AxSt. La

probabilité pour que la machine soit réparée dans I’intervalle [t, t +5t] est uxot. Le but est

de connaitre le taux de production moyen de cette machine.

La chaine de Markov représentant cette machine a été illustrée plus haut par la Figure A.1.

La figure nous permet d’écrire :

P(0,t +5t) = P(0,£)x (1— udt) + P(1,£) x A5t +0(5t) ,, (4.50)
P(Lt +58t) = P(0,£)x uSt + P(L,)x (1 — A5t) + o(S5?)

D’ou :
m =—P0,))x u+P(l,1)x A (45D
% =P0,)x u—P1,)x A

Lorsquet —>oo,0na:

A

P0) = Tia (4.52)
P = A f Y7

Le taux de production moyen est donné par U x P(1) et par conséquent :

Tp_UxH (4.53)

H+A
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3. Comparaison entre chaine de Markov a temps discret et chaine de Markov a temps

continu dans le cas d’états discrets

La différence réside dans le fait que pour le premier cas (temps discret), £}, représente

une probabilité tandis que dans le second (temps continu), il représente un faux d’unité

1
temps '

De méme, dans le premier cas A et i représentent des probabilités alors que dans le

second ils représentent des taux.



